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Пленарнi доповiдi

Рiвняння Фоккера – Планка з початковими
кореляцiями для плинiв твердих куль

Герасименко В. I.
Iнститут математики НАН України, Київ

gerasym@imath.kiev.ua

Гап’як I. В.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

gapjak@ukr.net

У доповiдi розглядається проблема строгого опису кiнетичної еволюцiї
на основi кiнетичного рiвняння Фоккера – Планка плинiв системи твердих
куль з пружним зiткненням [1] за наявностi початкових кореляцiй, якими
характеризуються системи багатьох частинок в конденсованих станах.

Використовуючи розвинутий в статтi [2] пiдхiд до обґрунтування кiне-
тичного рiвняння Фоккера – Планка, встановлено, що еволюцiя стану ви-
дiленої (важкої) твердої кулi, яка взаємодiє iз системою нескiнченної кiль-
костi (легких) твердих куль, описується узагальненим рiвнянням Фоккера
– Планка з початковими кореляцiями. Сформульованi ранiше кiнетичнi
рiвняння такого типу описують асимптотичну поведiнку розв’язку побудо-
ваного кiнетичного рiвняння у вiдповiдних скейлiнгових наближеннях для
початкових станiв статистично незалежних частинок.

За допомогою нескiнченної послiдовностi явно визначених функцiона-
лiв вiд розв’язку побудованого кiнетичного рiвняння Фоккера – Планка з
початковими кореляцiями описано процеси народження кореляцiй i поши-
рення початкових кореляцiй в плинах твердих куль.

[1] V.I. Gerasimenko, I.V. Gapyak, Hard sphere dynamics and the Enskog equation,
Kinet. Relat. Models, 5 (3) (2012), 459–484.

[2] V.I. Gerasimenko, I.V. Gapyak, The non-Markovian Fokker–Planck kinetic
equation for a system of hard spheres, Reports of NAS of Ukraine, 12 (2014),
29–35.
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Про узагальнено опуклi оболонки множин та задача
про тiнь

Зелiнський Ю. Б.
Iнститут математики НАН України, Київ

zel@imath.kiev.ua

Аксiоматичний пiдхiд до означення опуклостi (скажемо, що сiм’я мно-
жин складається з опуклих множин, якщо перетин довiльної кiлькостi їх
належить до сiм’ї) дозволяє назвати опуклими ряд екзотичних класiв мно-
жин, якi не асоцiюються зi звичайним поняттям опуклостi, наприклад,
множина усiх множин або сiм’я замкнутих пiдмножин деякого топологi-
чного простору.

На попереднiй конференцiї було дослiджено задачу про тiнь i пов’язану
з нею задачу побудови узагальнено опуклої оболонки сiм’ї множин [1].

Дальшi результати в цьому напрямку одержанi в низцi робiт попере-
днього року, де аналогiчнi задачi розв’язано для сукупностей опуклих мно-
жин вiдмiнних вiд сфер. В рядi задач про сфери допускались довiльне
розмiщення їх центрiв. Поширено також результати на комплекснi та гi-
перкомплекснi простори.

Теорема 1. [3] Для того щоб вибрана точка в n-вимiрному евклiдовому
просторi при n ≥ 2 належала до 1-оболонки сiм’ї вiдкритих (замкнених)
куль, якi попарно не перетинаються i не мiстять дану точку, необхiдно
i досить n куль.

Теорема 2. [3] Для того щоб вибрана точка в n-вимiрному евклiдовому
просторi при n ≥ 2 належала до 1-оболонки сiм’ї вiдкритих (замкнених)
множин отриманих iз заданої опуклої множини з не порожньою вну-
трiшнiстю при допомозi групи перетворень з рухiв та гомотетiй, якi
попарно не перетинаються, необхiдно i досить n елементiв сiм’ї.

Означення. Скажемо, що множина E ⊂ Cn(Hn) m-комплексно (m-
гiперкомплексно) опукла вiдносно точки z ∈ Cn\E(Hn\E), якщо знайде-
ться m-вимiрна комплексна (гiперкомплексна) площина L, така що z ∈ L
i L ∩ E = ∅. Скажемо, що множина E ⊂ Cn(Hn) m-комплексно (m-
гiперкомплексно) опукла, якщо вона m-комплексно (m-гiперкомплексно)
опукла вiдносно кожної точки z ∈ Cn\E(Hn\E).
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Теорема 3. [4] Для того щоб точка n-вимiрного (гiпер)комплексного ев-
клiдового простору Cn(Hn) належала до 1-(гiпер)комплексної оболонки
сiм’ї вiдкритих (замкнених) куль, якi попарно не перетинаються i не
мiстять дану точку, необхiдно i досить n куль.

Теорема 4. Для того щоб, вибрана точка в n-вимiрному комплексно-
му (гiперкомплексному) евклiдового простору Cn(Hn), n ≥ 3, належала до
1-комплексної (1-гiперкомплексної) оболонки сiм’ї попарно неперетинних
вiдкритих (замкнених) куль з центрами на сферi S2n−1 ⊂ Cn(S4n−1 ⊂ Hn)
та з радiусами, меншими вiд радiуса сфери, достатньо 2n(4n− 2) куль.

Вiдкрите питання. Яка мiнiмальна кiлькiсть вiдкритих (замкнених)
куль в n-вимiрному комплексному (гiперкомплексному) евклiдовому про-
сторi Cn(Hn) при n ≥ 3, якi попарно не перетинаються i не мiстять дану
точку з центрами на фiксованiй сферi i радiуса не бiльшого (меншого) ра-
дiуса сфери, необхiдно i досить щоб центр сфери належав до 1-комплексної
(1-гiперкомплексної) оболонки?

[1] Ю. Зелинский, И. Выговская, М. Стефанчук, Задача о тени для семейства
множеств, Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та математичного аналiзу,
Тези, Ворохта, 25.02–1.03.2015, 24–25.

[2] Ю. Зелинский, И. Выговская, М. Стефанчук, Обобщённо выпуклые множе-
ства и задача о тени, Український математичний журнал, 67, (12), (2015),
1659–1666.

[3] Ю. Зелинский, Задача о тени для семейства множеств, Збiрник праць
Iнституту математики НАНУ, 12, (4), (2015), 197–204.

[4] Yu. Zelinskii, Generalized Convex Envelopes of Sets and the Problem of Shadow,
Journal of Mathematical Sciences, 211, (5), (2015), 710–717.

[5] Yu. Zelinskii, Problem of shadow (complex case), Advances in Mathematics:
Scientific journal, 5, (1), (2016), 1–5.
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Further steps to nonlinear analysis

Kondratyuk A. A.
Ivan Franko National University of Lviv

kond@franko.lviv.ua

A brief survey of the results in nonlinear analysis obtained during the last
years will be proposed. Namely:

1. Nonlinear homogeneous spaces, the Klein spaces.

2. Stationary mappings with respect to a group of automorphisms.

3. p-Loxodromic and p-elliptic functions.

4. Modulo-elliptic functions.

5. Generalized Weierstrass ℘-function and Jacobi Θ-function.

6. Stationary harmonic and δ-subharmonic functions in the punctured and
pierced Euclidean spaces.

Пошарово рiвномiрнi границi послiдовностей сукупно
неперервних функцiй

Волошин Г. А.
Буковинський державний фiнансово-економiчний унiверситет

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича
galja.vlshin@gmail.com

Маслюченко В. К.
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

vmaslyuchenko@gmail.com

Для вiдображення f : X × Y → Z i точки p = (x, y) ∈ X × Y по-
кладемо fx(y) = f(p) = fy(x). Ми скажемо, що послiдовнiсть функцiй
fn : X×Y → R пошарово рiвномiрно збiгається до функцiї f : X×Y → R,
якщо fxn ⇒ fx на Y для кожного x ∈ X i (fn)y ⇒ fy на X для кожно-
го y ∈ Y . Ми обмежимося тут розглядом числових функцiй, хоча мо-
жна було б розглядати i вiдображення зi значеннями в метричному чи,
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загальнiше, рiвномiрному просторi Z. Якщо X i Y – топологiчнi просто-
ри, то пошарово рiвномiрна границя послiдовностi нарiзно неперервних
функцiй fn : X × Y → R залишається, зрозумiло, нарiзно неперервною.
Тим бiльше це залишається в силi, коли функцiї fn сукупно неперервнi.
Природно постає i обернене питання: для яких нарiзно неперервних фун-
кцiй f : X × Y → R iснує послiдовнiсть сукупно неперервних функцiй
fn : X × Y → R, яка пошарово рiвномiрно збiгається до f?

У працях [1-3] для X = Y = [0, 1] на просторi CC[0, 1]2 всiх нарiзно не-
перервних функцiй f : [0, 1]2 → R була введена природна локально опукла
топологiя T , збiжнiсть вiдносно якої – це пошарово рiвномiрна збiжнiсть,
i доведено, що у локально опуклому просторi S = (CC[0, 1]2, T ) замикан-
ня пiдпростору P всiх полiномiв вiд двох змiнних збiгається з замиканням
пiдпростору C = C[0, 1]2 всiх сукупно неперервних функцiй f : [0, 1]2 → R
i дорiвняє S. Так само для секвенцiальних замикань цих пiдпросторiв ви-
конується рiвнiсть P

s
= C

s
. Зокрема, в [2] було поставлене питання чи

P
s

= S, що рiвносильне рiвностi C
s

= S. Цi побудови легко переносяться
на випадок довiльних компактних просторiв X i Y i для них виникає пи-
тання про рiвнiсть C(X × Y )

s
= S(X × Y ) = (CC(X × Y ), T ).

Крiм того, в [3] було показано, що S – це неметризовний повний сепа-
рабельний локально опуклий простiр i поставлено питання про вивчення
його властивостей. В серiї подальших праць [4-6] було з’ясовано, що S – це
не берiвський бочковий i борнологiчний простiр.

Задача про рiвнiсть C
s

= S дослiджувалася у працi [7], результати якої
були розвинутi у працях [8-10]. Зокрема, там були розглянутi умови:

(AX) проекцiя A = prX(D(f)) множини D(f) точок розриву функцiї
f : X × Y → R на вiсь абсцис X не бiльш, нiж злiченна;

(BX) звуження f |A×Y , де A = prX(D(f)), неперервне за сукупнiстю
змiнних.

Зокрема, у [8,9] методом лiнiйної iнтерполяцiї було встановлено, що ко-
ли X = [a, b], Y – компактний простiр i f : X×Y → R – нарiзно неперервна
функцiя, яка задовольняє умову (AX) чи (BX), то f є пошарово рiвномiр-
ною границею послiдовностi сукупно неперервних функцiй fn : X×Y → R
(для X = Y = [0, 1] це було доведено в [7]). А в [10] апросимацiйним ме-
тодом з [11] було доведено, що в разi виконання умови (AX) вiдрiзок [a, b]
можна замiнити на довiльний метризовний компакт.

Нехай (AY ) i (BY ) – умови на функцiю f : X×Y → R, якi отримуються
з (AX) i (BX) замiною X на Y , множини A на множину B = prY (D(f)) i
звуження f |A×Y на звуження f |X×B . Розглянемо диз’юнкцiї (A) = (AX) ∨
(AY ) i (B) = (BX) ∨ (BY ) вiдповiдних умов. Фактично, для X = Y = [0, 1]
ще в [3] було встановлено, що коли нарiзно неперервна функцiя f : X×Y →
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R задовольняє умову (A) чи (B), то вона є пошарово рiвномiрною границею
послiдовностi сукупно неперервних функцiй.

Наступна теорема показує, що цей результат не застосовний до кожної
нарiзно неперервної функцiї f : [0, 1]2 → R.

Теорема 1. Iснує нарiзно неперервна функцiя f : [0, 1]2 → R, яка не за-
довольняє жодну з умов (A) i (B) i є пошарово рiвномiрною границею
послiдовностi сукупно неперервних функцiй fn : [0, 1]2 → R.

Недавно В.В.Михайлюк, використавши трансфiнiтнi побудови i розбит-
тя одиницi як у методi Рудiна [12], встановив, що C

s
= S для X = Y = [0, 1]

i навiть у загальнiшому випадку. Тому постало питання про те, чи можна
для доведення рiвностi C

s
= S застосовувати метод лiнiйної iнтерполяцiї,

щоб отримати конструктивне доведення цiєї рiвностi. Виявилося, що це не
так.

Нагадаємо [7], що для множини A = {a1, . . . , an} точок a = a0 < a1 <
. . . < an < an+1 = b i функцiї g : [a, b] → R ми вводимо функцiю h = LAg,
яка в точках з Ã = A ∪ {a, b} збiгається з g, а на промiжках [ak, ak+1] при
k = 0, 1, . . . , n є лiнiйною.

Теорема 2. Для довiльної всюди щiльної на iнтервалi (0, 1) злiченної
множини A = {ak : k ∈ N}, що складається з рiзних точок ak, i
довiльної точки x0 ∈ (0, 1)\A iснує така нарiзно неперервна функцiя
f : [0, 1]2 → R, що для функцiй fn(x, y) = LAnfy(x), заданих на [0, 1]2,
де An = {a1, . . . , an}, вертикальнi x0-розрiзи fx0

n не збiгаються рiвномiр-
но до fx0 .

Природно постають питання про застосовнiсть до до встановлення рiв-
ностi C

s
= S iнших апроксимацiйних методiв, пов’язаних, наприклад, з

многочленами Бернштейна, Фейєра чи Джексона. Вони ще чекають своєї
вiдповiдi.

[1] V. Maslyuchenko, H.Voloshyn, Closure of the set of polinomials the space of
separately continuos functions//International conference dedicated to the 120-th
anniversary of Stefan Banach, 17-21 September, 2012. L’viv: abstracts of reports,
L’viv, (2012), 97–98.

[2] Г.А. Волошин, В.К. Маслюченко, Про секвенцiальне замикання полiномiв
у просторi нарiзно неперервних функцiй// Всеукраїнська наукова конфе-
ренцiя "Алгебра, топологiя, аналiз. стохастика 20-23 вересня, 2012. Микули-
чин:тези доповiдей., Iвано-Франкiвськ, (2012), 3–5.

16



[3] Г.А. Волошин, В.К. Маслюченко, Топологiзацiя простору нарiзно неперерв-
них функцiй Карп.мат.публ., 5(2) (2013), 199–207.

[4] Г.А. Волошин, В.К.Маслюченко, О.В.Маслюченко, Вкладення простору на-
рiзно неперервних функцiй у добуток банахових просторiв та його бочко-
вiсть, Мат. вiсн. НТШ, 11 (2014), 36–50.

[5] Г.А. Волошин, В.К. Маслюченко, О.В. Маслюченко,Про беровiсть простору
нарiзно неперервних функцiй, Зб. пр. Iн-ту мат. НАН Ураїни, 12 (3) (2015),
78–96.

[6] Г.А. Волошин, В.К.Маслюченко, О.В.Маслюченко, Борнологiчнiсть про-
стору нарiзно неперервних функцiй, Мат. вiсн. НТШ, 12 (2015), (у друцi).

[7] Г.А. Волошин, В.К. Маслюченко, О.В. Маслюченко, Про пошарово рiвно-
мiрне наближення нарiзно неперервних функцiй многочленами, Мат. вiсн.
НТШ, 10 (2013), 135–158.

[8] Г.А. Волошин, В.К.Маслюченко, Про лiнiйну iнтерполяцю векторнозна-
чних функцiй та її застосування, Мат. студiї, 42(2) (2014), 129–133.

[9] Г.А. Волошин, В.К. Маслюченко, Про лiнiйну iнтерполяцю векторнозна-
чних функцiй, яка зберiгає звуження, Прикарпат. Вiсн. НТШ. "Число" , 1
(29) (2015), 11– 21.

[10] Г.А. Волошин, В.К.Маслюченко, Секвенцiальне замикання простору су-
купно неперервних функцiй у просторi нарiзно неперервних функцiй,
Укр.мат.журн., (2015), (у друцi).

[11] Г. Власюк, В.К.Маслюченко, Многочлени Бернштейна i нарiзно неперервнi
функцiї, Наук. вiсник Чернiвецького ун-ту. Вип. 336-337. Математика, Чер-
нiвцi: Рута, (2007), 52-59.

[12] W. Rudin, Lebesque first theorem, Math. Analysis and Aplications, Part B. Edi-
ted by Nachbin. Adv. in Math. Supplem. Studies 78, Academic Press (1981),
741-747.
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Об абсолютной сходимости рядов Фурье и обобщённых
пространствах Липшица

Пелешенко Б. И.
Днепропетровский гос. аграрно-эконом. университет

dsaupelesh@mail.ru

Семиренко Т. Н.
Днепропетровский гос. аграрно-эконом. университет

В докладе получены необходимые и достаточные условия, накладыва-
емые на коэффициенты Фурье 2π-периодической функции, для ее прина-
длежности классу Липшица Hωα

α , α > 0, определяемому с помощью α-ой

разности функции ∆α
t f(x) =

∞∑
k=0

(−1)k
(
α
k

)
f(x+ kt) и модуля непрерывно-

сти α-го порядка ωα(t).

В частности, когда α = n, где n - целое положительное число, то

∆α
t f(x) =

α∑
k=0

(−1)k
(
α
k

)
f(x+ kt).

Класс Липшица Hωα
α состоит из непрерывных 2π-периодических фун-

кций f , которые удовлетворяют для всякого x и t неравенству |∆α
t f(x)| ≤

Kαωα(t), где Kα зависит только от функции f и не зависит от x и t. Класс
hωαα состоит из функций f ∈ Hωα

α , для каждой из которых выполняется
условие lim

t→0

|∆α
t f(x)|
ωα(t) = 0 равномерно для всех x.

Пусть {ck : k ∈ Z} - такая последовательность комплексных чисел, что∑
k∈Z
|ck| <∞ и функция f(x) - сумма Фурье ряда

∑
k∈Z

cke
ikx, т.е.

∑
k∈Z

cke
ikx =:

f(x).

Сформулируем основные утверджения работы.

Теорема 1. Пусть α > 0 и a 6= 2l+1, где l ∈ N, модуль непрерывности
α-ого порядка ωα(t) при всяком n ∈ N удовлетворяет условию

∞∑
k=n

k−1ωα
(
k−1

)
≤M3ωα

(
n−1

)
(5)
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и последовательность комплексных чисел {ck : k ∈ Z} такая, что∑
|k|≤n

|k|α |ck| = O
(
nαωα

(
n−1

))
, n = 1, 2, ..., (6)

тогда f ∈ Hωα
α .

Обратно, пусть {ck : k ∈ Z} - такая последовательность действи-
тельных чисел, что ck ≥ 0 для каждого k ∈ Z и ωα(t)- модуль непрерыв-
ности α-го порядка. Если

∑
k∈Z
|ck| <∞ и сумма ряда

∑
k∈Z

cke
ikx =: f ∈ Hωα

α ,

тогда (6) выполняется.

Теорема 2. Пусть α = 2l + 1, где l ∈ N, модуль непрерывности α-ого
порядка ωα(t) при всяком n ∈ N удовлетворяет условию (5) и для после-
довательности комплексных чисеел {ck : k ∈ Z} выполняется условие (6),
тогда f ∈ Hωα

α .
Обратно, пусть {ck : k ∈ Z} - такая последовательность действи-

тельных чисел, что kck ≥ 0 для всех k ∈ Z и ωα(t)- модуль непрерыв-
ности α-го порядка. Если

∑
k∈Z
|ck| <∞ и сумма ряда

∑
k∈Z

cke
ikx =: f ∈ Hωα

α ,

тогда (6) выполняется.

Необходимые и достаточные условия, накладываемые на коэффици-
енты Фурье f ∈ L1 (R), принадлежности функции f соответствующим
классам Зигмунда Z(1), z(1) (n = 2, ω2(t) = t), Липшица Lip (α), lip (α)
(n = 1, ω1(t) = tα, 0 < α ≤ 1), получены в работе Ф.Морица.

Про збурення малим шумом диференцiальних рiвнянь
з нелiпшицевими коефiцiєнтами

Пилипенко А. Ю.
Iнститут математики НАН України; НТУУ “КПI”

apilip@imath.kiev.ua

Роглянемо рiвняння

Xt = x+

∫ t

0

b(Xs)ds, t ≥ 0 (1)

де x ∈ Rd та b : Rd −→ Rd – обмежена та неперервна функцiя.
Добре вiдомо, що якщо b задовольняє умову Лiпшиця, то iснує єди-

ний розв’язок (1). Якщо функцiя b не задовольняє умову Лiпшиця, то за
теоремою Пеано розв’язки iснують, але єдинiсть може порушуватись.
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Розглянемо збурення (1) малим шумом:

Xε
t = x+

∫ t

0

b(Xε
s )ds+ εw(t), t ≥ 0, (2)

де w(t), t ≥ 0 – вiнеровський процес. На вiдмiну вiд звичайних диферен-
цiальних рiвнянь, стохастичне рiвняння (2) має єдиний розв’язок навiть,
якщо b є лише вимiрною функцiєю не бiльш нiж лiнiйного зросту [1] .

Ми вивчаємо граничну поведiнку розподiлiв процесiв {Xε} при ε →
0 у випадку, коли функцiя b задовольняє умову Лiпшиця скрiзь окрiм,
можливо фiксованої точки або гiперплощини. Граничний розподiл можна
iнтерпретувати, як природний вибiр з сiм’ї усiх розв’язкiв (1).

[1] A.Yu. Veretennikov, Strong solutions of stochastic differential equations Theory
Probab. Appl. 24, N 2, (1979), 354–366.

[2] A.Yu.Pilipenko, F.N.Proske, On a Selection Problem for Small Noise Perturbati-
on in Multidimensional Case arXiv:1510.00966 (2015)

Декiлька цiкавих моментiв зупинки для симетричного
стiйкого процесу

Портенко М. I.
Iнститут математики НАН України, Київ

portenko@imath.kiev.ua

Для одновимiрного симетричного стiйкого процесу з показником α ∈
(0; 2] розглядаються три моменти зупинки, якi виявляються рiзними у ви-
падку 1 < α < 2 i якi збiгаються один з iншим у випадку α = 2. Знахо-
дяться розподiли кожного iз цих моментiв, а також дослiджуються деякi
властивостi випадкових процесiв, що отримуються iз симетричного стiйко-
го процесу шляхом його обриву в кожен iз цих моментiв зупинки.
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Stochastic approximation procedure as controlled random
evolution

Chabanyuk Ya. M.
Lublin University of Technology, Ivan Franko National University of Lviv

yaroslav.chab@gmail.com

Khimka U. T.
Lviv Polytechnic National University

ulyana.himka@gmail.com

Procedure of stochastic approximation in an ergodic Markov environment
is defined by the stochastic differential equation [3]

duε(t)/dt = a(t)C(uε(t), x(t/ε)), uε(0) = u,

where a(t) > 0 control function of properties
∫∞

0
a(t)dt =∞,

∫∞
0
a2(t)dt <∞.

Regression function C(u;x), u ∈ Rd, that there exists solution of equation
dux(t)/dt = a(t)C(ux(t), x), ux(0) = u. There is weak convergence uε(t) ⇒
u∗, t −→ ∞, where equilibrium point u∗ satisfies equation Ĉ(u∗) = 0, Ĉ(u) =∫
X
π(dx)C(u;x). Here controlled random evolution uε(t) with Markov process

xεt has generator Lεϕ(u;x) = [ε−1Q+ a(t)C(x)]ϕ(u;x).

Stochastic optimization procedure as controlled random evolution is defined
by the stochastic differential equation [2]

duε(t)/dt = a(t) 5b(t) C(uε(t), x(t/ε)), uε(0) = u, where ∇bC(u, ·) :=
C(u+

i ,·)−C(u−i ,·)
2b(t) , (i = 1, d), u±i = ui ± b(t)ei, ei- vector with coordinates

{0, ..., 1, 0, ..., 0}. Weak convergence uε(t) ⇒ u∗, t −→ ∞, takes place, where
extremum point u∗ satisfies equation Ĉ ′(u∗) = 0, Ĉ(u) =

∫
X
π(dx)C(u;x) [2]

[1] Ya. Chabanyuk, Continuous Procedure of Stochastic Approximation With Si-
ngular Perturbation Under Balance Conditions, Cybernetics and Systems
Analysis, 42 (3) (2006), 133–139.

[2] Ya. Chabanyuk, U. Khimka. Difference procedure of stochastic optimization with
impulse perturbation, Cybernetics and Systems Analysis, 49 (3) (2013), 145–162.
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Секцiйнi доповiдi

Секцiя теорiї ймовiрностей

Про представлення для похiдної за початковими
даними розв’язку стохастичного диференцiального

рiвняння з нерегулярним переносом

Арясова О. В.
Iнститут геофiзики iм. С.I. Субботiна НАН України

oaryasova@gmail.com

Розглянемо багатовимiрне стохастичне диференцiальне рiвняння з ви-
мiрним i обмеженим вектором переносу i вiнеровим шумом. Добре вiдомо,
що у випадку, коли вектор переносу є неперервно диференцiйовним i йо-
го похiднi є обмеженими, рiвняння породжує потiк дифеоморфiзмiв. При
цьому похiднi за початковими даними є розв’язками певних диференцiаль-
них рiвнянь. Виявляється, що умови на вектор переносу можна суттєво
послабити, i потiк дифеоморфiзмiв iснує у випадку можливо необмеже-
ного гельдерового вектора переносу. Останнiм часом в декiлькох роботах
диференцiйовнiсть за Соболєвим розв’язку було доведено при достатньо
слабких припущеннях вiдносно коефiцiєнта переносу, але не було одержа-
но жодних представлень для похiдної.

За деяких додаткових припущень вiдносно вектора переносу ми одер-
жуємо представлення для похiдних в термiнах параметрiв початкового рiв-
няння. Це представлення є природним узагальненням виразу для похiдної
у випадку гладенького коефiцiента переносу. В одновимiрномому випадку
похiдна може бути представлена через локальний час процесу. Добре вi-
домо, що в багатовимiрному випадку розв’язок не має локального часу в
точцi. Ми застосовуємо теорiю неперервних адитивних функцiоналiв. Цей
метод може бути розглянений як узагальнення на багатовимiрний випадок
методу, що використовує локальний час.
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Оцiнювання параметра Хюрста дробового
броунiвського руху в моделi реальних вимiрювань

Аюбова Н. С.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

fantariya@gmail.com

Курченко О. О.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

olkurchenko@ukr.net

Випадковий гауссовий процес ξH(t), t ∈ R з нульовим середнiм та кова-
рiацiйною функцiєю

BH(s, t) =
1

2
(|t|2H + |s|2H − |t− s|2H), t, s ∈ R

називається випадковим процесом дробового броунiвського руху з пара-
метром Хюрста H ∈ (0, 1). Задача статистичного оцiнювання параметра
Хюрста дробового броунiвського руху дослiджувалася багатьма авторами.
Метод бакстерiвських сум для оцiнювання цього параметра застосовував-
ся, наприклад, у статтi [1].

Реальне вимiрювання значення випадкового процесу в точцi здiйснює-
ться приладом, що має певну iнерцiйнiсть. Тому замiсть значення випад-
кового процесу ξ(t) у момент часу t, прилад видає

∫
A
ξ(s)ϕ(s)ds, де A -

деякий окiл точки t, ϕ(s) - функцiя, що характеризує прилад [2]. Нехай
δ > 0, ∆ > 3δ, ∆ − 2δ > 1; ϕ : R → R - вiдома борелiвська функцiя,
ϕ(x) = 0 при |x| > δ;

∫ δ
−δ ϕ(s)ds = 1. За спостереженнями випадкових

величин ηH,k =
∫ k∆+δ

k∆−δ ξH(s)ϕ(s)ds, k ≥ 1 потрiбно побудувати оцiнку па-
раметра Хюрста H. Функцiя k(H) = E(ηH,2− ηH,1)2, H ∈ (0, 1) неперервна
i зростаюча на iнтервалi (0, 1).

Теорема 1. Для довiльного H ∈ (0, 1) SH,n = 1
n

∑n
k=1(ηH,k+1 − ηH,k)2 →

k(H) за ймовiрнiстю при n→∞. При цьому SH,2n → k(H) з ймовiрнiстю
одиниця при n→∞.

За допомогою цiєї теореми побудована сильно консистентна оцiнка па-
раметра Хюрста H.
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[1] Курченко О.О., Одна сильно консистентна оцiнка параметра Хюрста дро-
бового броунiвського руху., Теорiя ймовiрностей та математична статистика.
– 2002, Вип.67., c.88–96.

[2] Гельфанд И.М., Виленкин Н.Я., Некоторые применения гармонического
анализа. Оснащенные гильбертовы пространства. – М.:ФМ, 1961, – 472 с.

Багатовимiрний аналог теореми Перрона для
гiллястих ланцюгових дробiв спецiального вигляду

Баран О. Є.
IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАНУ

boe13@ukr.net

Розглянемо гiллястий ланцюговий дрiб (ГЛД) вигляду

b0 +

∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

1

bi(k)
= b0 +

N∑
i1=1

1

bi(1) +

i1∑
i2=1

1

bi(2) + . . .

, (1)

де i(k) — мультиiндекс, i(k) = i1i2 . . . ik; 1 ≤ ip ≤ ip−1; p = 1, k; k = 1, 2, . . .;
i0 = N , N — фiксоване натуральне число, b0, bi(k) — комплекснi числа.

Наступна теорема узагальнює теорему Перрона [1].

Теорема 1. Нехай елементи дробу (1) задовольняють умови:

bi(2k) = β0

2k∏
p=1

ip−1
(−1)p , k = 0, 1, 2, . . . ;

bi(2k−1) = β1

2k−1∏
p=1

ip−1
(−1)p+1

, k = 1, 2, . . . ;

де β0 = reiθ, β1 =
4− ε
r

ei(π−θ), r > 0, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 < ε < 4. Тодi ГЛД (1)
розбiгається.
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[1] O. Perron, Die Lehre von den Kettenbrüchen, Leipzig, (1929).

Про оцiнку ймовiрностi банкрутства у випадку
великих виплат

Бiлинський А. Я.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

andrii.bilynskyi@gmail.com

Кiнаш О. М.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франкаiя

okinasch@yahoo.com

В реальних ситуацiях на ринку страхування слiд враховувати екстре-
мальнi подiї, коли розмiри виплат будуть достатньо великими. Тобто таки-
ми, якi описуються випадковими величинами, що мають так званi субекс-
поненцiйнi розподiли. Цi розподiли, ще називають розподiлами з ”важкими
хвостами”.

Нехай функцiя розподiлу F (x), x ∈ R+ = [0;∞) задовольняє умову
F (x) < 1 ∀x ∈ R+. Функцiя розподiлу F (x) назвемо субекспоненцiйною [1,
ст. 189], якщо ∀n ≥ 2

lim
x→∞

Fn∗(x)

F (x)
= lim
x→∞

1− Fn∗(x)

1− F (x)
= n.

Надалi клас субекспоненцiйних функцiй розподiлу позначатимемо че-
рез S.

Зауважимо, що клас S є досить багатим. Зокрема до цього класу на-
лежать такi розподiли, як лог-нормальний розподiл, розподiл Парето, роз-
подiл Барра, лог-гамма розподiл, зрiзаний стiйкий розподiл, розподiл Вей-
булла, розподiли Бектандера типу I та типу II.

Зауважимо, що у випадку коли виплати розподiленi за законом Парето

F (x) = 1 −
(
k

x

)α
, α > 1, x > k та лог-нормальним законом. Результат

отримано в [1, ст. 198-199].
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У випадку, коли виплати розподiлено за законом Паретто

F (x) = 1−
(

k

k + x

)α
, α > 1, k > 0, x > 0,

та за законом Бектандера типу II, результат отримано в [2].

Розглянуто також iншi випадки субекспоненцiйних розподiлiв. Так,
зокрема, справедливим є наступне твердження.

Твердження 1. Коли виплати мають розподiл Вейбулла з параметром
0 < γ < 1, з функцiєю розподiлу

F (x) = 1− exp (−c2xγ), c2 > 0, 0 < γ < 1, x > 0,

асимптотика ймовiрностi банкрутства ϕ(u) задається спiввiдношенням

ϕ(u) ∼ λ

c · c
1
γ

2 − λΓ

(
1 +

1

γ

) [Γ(1 +
1

γ

)
− 1 + exp

(
−c2x

1
γ

)(
c2x

1
γ + 1

)]
,

при u→∞.

[1] Зiнченко Н. М., Математичнi методи в теорiї ризику: навчальний посi-
бник / Н. М. Зiнченко. - К.: ВПЦ "Київський унiверситет 2008. - 224 с.

[2] Бiлинський А.Я., Ймовiрнiсть банкрутства для випадку субекспоненцiйних
розподiлiв виплат / А. Я. Бiлинський, О. М. Кiнаш// Сборник научних
трудов SWorld. - Випуск 1(38). Том 21. - Иваново: МАРКОВА АД, 2015 - С.
95 - 100.
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Оцiнки точностi апроксимацiї iнтегральних
функцiоналiв з нерегулярними ядрами вiд процесiв

Маркова

Ганиченко Ю. В.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

iurii_ganychenko@ukr.net

Для марковського процесу Xt, t ≥ 0, заданого в Rd, ми дослiджуємо
питання оцiнки точностi апроксимацiї iнтегрального функцiоналу IT вiд
цього процесу iнтегральними сумами IT,n, де

IT (h) =

∫ T

0

h(Xt) dt, IT,n(h) =
T

n

n−1∑
k=0

h(X(kT )/n), n ≥ 1.

Про функцiю h ми припускаємо, що вона є вимiрною та обмеженою.
Ми не накладаємо жодних умов гладкостi на функцiю h.

Припущення на процес X формулюються виключно в термiнах його
щiльностi перехiдних iмовiрностей pt(x, y) i, таким чином, не є тiсно за-
лежними вiд структури самого процесу. Про процес X ми припускаємо
наступне: ∣∣∣∂tpt(x, y)

∣∣∣ ≤ CT t−αqt,x(y), t ≤ T, CT ≥ 1,

для деяких дiйсного α ≥ 1 та вимiрної функцiї q такої, що для довiльних
фiксованих t, x qt,x є деякою щiльнiстю розподiлу.

За таких припущень отримано наступнi оцiнки:
1) для довiльного p > 0 та деякої константи D

Ex

∣∣∣IT (h)− IT,n(h)
∣∣∣p ≤ { D‖h‖p · (n−1 log n)p/2, α = 1,

D‖h‖p · n−p/(2α), α > 1;

2) для довiльних k ∈ N, обмеженої функцiї f та деякої константи D∣∣∣Ex(IT (h))kf(XT )− Ex(IT,n(h))kf(XT )
∣∣∣ ≤ { D‖h‖k‖f‖ · n−1 log n, α = 1,

D‖h‖k‖f‖ · n−1/α, α > 1,

Отриманi оцiнки сильної та слабкої апроксимацiї iнтегрального фун-
кцiоналу спiвпадають з результатами [1] (Теореми 2.3, 2.4), отриманими в
[1] для дифузiйного процесу-аргументу.
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[1] A. Kohatsu-Higa, A. Makhlouf, H. L. Ngo, Approximations of non-smooth
integral type functionals of one dimensional diffusion precesses, Stochastic
Processes and their Applications, 124 (5) (2014), 1881–1909.

Гранична поведiнка страхових премiй
залежних вiд параметрiв

Дрозденко В. О.
Бiлоцеркiвський нацiональний аграрний унiверситет

drozdenko@yandex.ru

Нехай X це випадкова величина (не обов’язково невiд’ємна, з фунцiєю
розподiлу FX(x)), яка вiдображає розмiр страхової компенсацiї пов’язаної
з певною страховою угодою. Премiю, яку слiд заплатити при укладаннi
угоди за покриття ризику X, позначатимемо π[X].

Експоненцiйна премiя (en: exponential premium), для довiльного ризику
X, означається наступним чином

πексп.(α)[X] :=
1

α
log(E[eαX ]), для α > 0.

Премiя вiдрегульована ризиком (en: risk adjusted premium), для не-
вiд’ємного ризику X, означається в такий спосiб

πв.р.(ρ)[X] :=

∫ ∞
0

[1− FX(x)]1/ρdx, для ρ ≥ 1.

Премiя пропорцiйного ризикового перетворення (en: proportional hazard
transform premium), для довiльного ризику X, означається так

πп.р.п.(ρ)[X] :=

∫ ∞
0

[1−FX(x)]1/ρdx−
∫ 0

−∞
1−[1−FX(x)]1/ρdx, для ρ ≥ 1.

Премiя Есшера (en: Esscher premium), для довiльного ризику X, задає-
ться наступним спiввiдношенням

πЕсшер(α)[X] :=
E[XeαX ]

E[eαX ]
, для α ≥ 0.
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Нагадаємо, що iстотний супремум (en: essential supremum) (його в
страховiй лiтературi часто називають премiєю максимальних збиткiв) до-
вiльної випадкової величини X означається наступним чином

ess sup[X] := sup{δ : FX(δ) < 1},

а iстотний iнфiмум (en: essential infimum), в свою чергу, наступним

ess inf[X] := inf{δ : FX(δ) > 0}.

Для вищеозначених принципiв страхового оцiнювання мають мiсце на-
ступнi граничнi спiввiдношення.

Теорема 1. Якщо для X iснує ε > 0 таке, що E[|XeεX |] < +∞, то

lim
α→0+

πексп.(α)[X] = E[X].

Теорема 2. Для довiльного ризику X виконується рiвнiсть

lim
α→+∞

πексп.(α)[X] = ess sup[X].

Наслiдок 1. Для довiльної випадкової величини X має мiсце рiвнiсть

lim
α→−∞

1

α
log(E[eαX ]) = ess inf[X].

Теорема 3. Для довiльного невiд’ємного ризику X виконується рiвнiсть

lim
ρ→+∞

πв.р.(ρ)[X] = ess sup[X].

Теорема 4. Для довiльного ризику X виконується рiвнiсть

lim
ρ→+∞

πп.р.п.(ρ)[X] = ess sup[X].

Теорема 5. Для довiльного ризику X виконується рiвнiсть

lim
α→+∞

πЕсшер(α)[X] = ess sup[X].

Наслiдок 2. Для довiльної випадкової величини X має мiсце рiвнiсть

lim
α→−∞

E[XeαX ]

E[eαX ]
= ess inf[X].
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[1] В.О. Дрозденко, Гранична поведiнка страхових премiй, залежних вiд пара-
метрiв, Науковий часопис НПУ iм. Драгоманова. Серiя 1. Фiз.-мат. науки,
11, (2010), 211–224.

Про розподiл пiвнорм Lp(Ω) процесiв у просторах
Гельдера

Затула Д. В.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

dm.zatula@gmail.com

Розглянемо метричний простiр (T, ρ) та випадковий процес X =
(X(t), t ∈ T). Модулем неперервностi процесу X є будь-яка функцiя f
така, що з ймовiрнiстю 1 справджується наступна нерiвнiсть:

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)|

f(ε)
≤ 1.

Простiр функцiй з модулями неперервностi f(ε) є простором Гельдера,
а функцiонал

sup
0<ρ(t,s)≤ε
t,s∈T

|X(t)−X(s)|
f(ρ(t, s))

є пiвнормою у цьому просторi.

Модулi неперервностi та умови Гельдера для гаусових процесiв вперше
були детально дослiдженi у роботi Дадлi [1]. Цi результати були узагальненi
для деяких класiв процесiв з просторiв Орлiча у монографiї [3].

Для випадку компактного простору T та довiльної метрики ρ у роботi
[2] знайденi оцiнки розподiлу пiвнорм випадкових функцiй Lp(Ω) процесiв
X = (X(t), t ∈ T) у просторах Гельдера, тобто оцiнки ймовiрностi

P

{
sup

0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)|
f(ρ(t, s))

> x

}
.

Як наслiдок, для нескiнченного простору (T, ρ) = ([0,∞), ρ) з метрикою
ρ(t, s) = |t− s|, t, s ∈ T справджується теорема.
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Теорема 1. Нехай [0,∞) =
∞⋃
i=0

Ai, де Ai = [ai, ai+1], {ai, i = 0, 1, ...}

— деяка зростаюча послiдовнiсть, a0 = 0. Позначимо αi = ai+1 − ai,

Di = [ai, ai+1 + θ], θ ∈
(

0,min
i≥0

αi

)
. Розглянемо сепарабельний випадковий

процес X = {X(t), t ∈ [0,∞)} з простору Lp(Ω), 1 ≤ p <∞. Припустимо,
що iснують монотонно зростаючi неперервнi функцiї σi = {σi(h), h ≥ 0}
такi, що σi(0) = 0, i = 0, 1, ... та ∀i = 0, 1, ... виконується наступна нерiв-
нiсть:

sup
|t−s|≤h
t,s∈Di

‖X(t)−X(s)‖Lp ≤ σi(h), 0 < h < αi + θ.

Нехай Ni(ε) — метричнi масивностi для Di, i = 0, 1, ... з метри-
кою ρ(t, s) = |t − s|. Також позначимо ε0 = min

i≥0

{
σ

(−1)
i (αi + θ)

}
, де

σ
(−1)
i (h) — це оберненi функцiї до функцiй σi(h), i = 0, 1, ...; fi(ε) =
σi(ε)∫

0

(
Ni

(
σ

(−1)
i (r)

))2/p

dr та gi(ε) =
σi(ε)∫

0

(
Ni

(
σ

(−1)
i (r)

))4/p

dr < ∞ для

всiх ε ∈ (0, ε0).

Позначивши zi(t, s) = (6 + 4
√

2)fi(|t− s|) + (5 + 2
√

6)gi(|t− s|), t, s ∈ Di

та z(t, s) такою функцiєю, що z(t, s) = {zi(t, s) | t, s ∈ Ai ∨ min{t, s} ∈
Ai, max{t, s} ∈ Ai+1}, отримуємо, що для y > 0, ε ∈ (0,min{ε0, θ}), θ > ε

та за умови
∞∑
i=0

1
αi
<∞ виконується нерiвнiсть:

P

 sup
0<|t−s|≤ε
t,s∈[0,∞)

|X(t)−X(s)|
z(t, s)

> y

 ≤ 2C0ε

yp

∞∑
i=0

1

αi + ε
,

де C0 =
(2B2

0+B0)B4
0

B2
0−1

, B0 =
√

33
4 cos

(
1
3 arctan

(
8
√

41
37

))
− 1

8 .

[1] R. M. Dudley, Sample functions of the Gaussian processes, Ann. Probab., 1 (1)
(1973), 3–68.

[2] D. Zatula, Lipschitz conditions for random processes from Lp(Ω) spaces of
random variables, J. of Classical Analysis, 6 (1) (2015), 59–72.

[3] В. В. Булдыгин,Ю. В. Козаченко,Метрические характеристики случайных
величин и процессов, – К.: ТВиМС, (1998).
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Метод потенцiалiв для систем типу M/G/1/m з
випадковим вiдкиданням замовлень

Жерновий К. Ю.
Львiвський навчально-науковий iнститут ДВНЗ "Унiверситет

банкiвської справи"
k.zhernovyi@yahoo.com

Випадкове вiдкидання замовлень використовується з метою регулюван-
ня параметрiв систем обслуговування. Кожне замовлення може бути вiдки-
нуте з iмовiрнiстю, яка залежить вiд довжини черги в момент надходження
цього замовлення.

Ми вивчили систему обслуговування типу M/G/1/m, в якiй кожне за-
мовлення може бути прийняте на обслуговування або вiдкинуте згiдно з
правилом: якщо в момент прибуття замовлення в системi перебуває n за-
мовлень, то це замовлення приймається на обслуговування з iмовiрнiстю
βn i покидає систему (отримує вiдмову, вiдкидається) з iмовiрнiстю 1−βn.
Зафiксуємо порогове значення h (1 ≤ h < m) i припустимо, що βn = β̃

(0 < β̃ < 1) для h+ 1 ≤ n ≤ m.
Для визначення iмовiрнiсних характеристик системи запропоновано

пiдхiд, який ми назвали методом потенцiалiв [1]. Знайдено перетворен-
ня Лапласа для розподiлу кiлькостi замовлень у системi пiд час перiоду
зайнятостi та для функцiї розподiлу перiоду зайнятостi, визначена сере-
дня тривалiсть перiоду зайнятостi, отримано формули для стацiонарного
розподiлу кiлькостi замовлень у системi, ймовiрностi обслуговування та
стацiонарних характеристик черги. Отриманi результати перевiрено за до-
помогою iмiтацiйної моделi, побудованої за допомогою iнструментальних
засобiв GPSS World.

[1] Ю. Жерновый, К. Жерновый, Метод потенциалов для пороговых страте-
гий обслуживания, Saarbrücken: LAP Lambert Academic Publishing, 2015.
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Оцiнка швидкостi збiжностi до стiйких законiв
розподiлу

Капустей М. М.
Ужгородський нацiональний унiверситет

michaelkapustey@gmail.com

Наводиться оцiнка швидкостi збiжностi до стiйких законiв розподiлу
нормованих сум випадкових величин в термiнах однiєї форми зрiзаних
псевдомоментiв. Використовуються результати роботи [1].

Нехай ξ1, ...ξn, ... - незалежнi випадковi величини, Fk(x) - функцiя роз-
подiлу ξk, F̄n(x) - функцiя розподiлу (nλ)−

1
α (ξ1 + ...+ ξn) +An, де An = 0

при α 6= 1 i An = 2
πβ lnλ при α = 1. Без обмеження загальностi бу-

демо вважати, що Mξk = 0 , якщо вони iснують. Нехай Gα(x, λ) фун-
кцiя розподiлу стiйкого закону iз характеристичною функцiєю gα(t, λ) =
exp

{
− λ|t|α(1 − iβ × sign t × ω(t, α))

}
, де ω(t, α) = tan πα

2 , при 0 < α ≤ 2,
α 6= 1 i ω(t, α) = 2

π ln |t| при α = 1. Позначимо ρn = supx
∣∣F̄n(x)−Gα(x, 1)

∣∣,
Hi(x) = Fi(xλ

1
α )−Gα(x, 1), µik =

∫∞
−∞x

k dHi(x). Позначимо для довiльного
y > 0

κ
(1)
k0 (α, λ, y) =

∫
|x|≤y

max(1, |x|α)|Hk(x)|dx,

κ
(2)
k0 (α, λ, y) =

∫
|x|>y

max(1, |x|m−1)|Hk(x)|dx,

κ
(1)
0 (α, λ, y) = max

1≤k≤n
κ

(1)
k0 (α, λ, y), κ

(2)
0 (α, λ, y) = max

1≤k≤n
κ

(2)
k0 (α, λ, y),

κ0(α, λ, y) = max
{
κ

(1)
0 (α, λ, y);κ

(2)
0 (α, λ, y)

}
.

Теорема 1. Нехай µik = 0 для i = 1, 2, ..., k = 1,m де m = 1 при α ≤ 1 i
m = 2 при 1 < α ≤ 2. Тодi для всiх n ≥ 1 справедлива нерiвнiсть

ρn ≤ C inf
y>0

(
κ

(1)
0 (α, λ, y)

n
1
α

+ κ
(2)
0 (α, λ, y) +

(κ0(α, λ, y))
n
n+1

n
1
α

)
де C – стала, що залежить тiльки вiд α.
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Одновимiрний вiнерiв процес з рухомою мембраною

Копитко Б. I.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

bohdan.kopytko@gmail.com

Шевчук Р. В.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

r.v.shevchuk@gmail.com

Доповiдь присвячена проблемi побудови двопараметричної напiвгрупи
операторiв Ts,t, 0 ≤ s < t ≤ T, що дiють у банаховому просторi B(R)
обмежених вимiрних функцiй, якiй вiдповiдає неоднорiдний феллерiвський
процес на R такий, що в областях (−∞, r(s)) i (r(s),∞), де r(s) — за-
дана функцiя, вiн збiгається iз заданим там вiнеровим процесом, а його
поведiнка пiсля потрапляння дифундуючої частинки на спiльну межу цих
областей r(s) визначається заданим тут одним з варiантiв загальної умови
спряження типу Феллера-Вентцеля [1]. Сформульовану в описаний спосiб
проблему ще називають задачею про склеювання дифузiйних процесiв на
прямiй або задачею про побудову математичної моделi фiзичного явища
дифузiї в середовищi з мембраною [2].

Для розв’язання цiєї задачi ми застосовуємо аналiтичний метод з ви-
користанням класичної теорiї теплових потенцiалiв. При такому пiдходi
шукану напiвгрупу отримуємо як розв’язок вiдповiдної задачi спряження
для рiвняння теплопровiдностi в припущеннi, що крива r(s) задовольняє
умову Гельдера з показником > 1

2 . Вiдзначимо, що ранiше у [3] задача про
склеювання дифузiйних процесiв на прямiй вивчалася даним методом в
достатньо загальнiй постановцi за умови, коли мембрана розташована у
фiксованiй точцi.
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processes on a line with the general Feller-Wentzell conjugation condition, Theory
of Stochastic Processes, 17(33) (2) (2011), 55–70.

Цiна опцiону у моделi ринку зi стохастичною
волатильнiстю, яка задається функцiєю вiд процеса

Орнштейна-Уленбека

Кучук-Яценко С. B.
Київський Нацiональний Унiверситет iменi Тараса Шевченка

kuchuk.iatsenko@gmail.com

Мiшура Ю. С.
Київський Нацiональний Унiверситет iменi Тараса Шевченка

myus@univ.kiev.ua

Одним з перспективних напрямкiв удосконалення класичної моделi
Блека-Шоулса є побудова та дослiдження дифузiйних моделей, у яких во-
латильнiсть ризикового активу задається випадковим процесом. Процес
Орнштейна-Уленбека розглядається у якостi чинника волатильностi у ши-
рокому колi робiт, зокрема у [4], [5].

Доповiдь побудовано на основi статтi [3]. У цiй роботi розглядається мо-
дель Блека-Шоулса, модифiкована з метою урахування стохастичної при-
роди волатильностi, яка спостерiгається на реальних фiнансових ринках.
Для волатильностi, заданої функцiєю вiд процесу Орнштейна-Уленбека,
встановлено iснування еквiвалентної мартингальної мiри на ринку. Дослi-
джено питання безарбiтражностi у контекстi [1]. Отримано аналiтичний
вираз для цiни Європейського опцiону вiдносно мiнiмальної мартингаль-
ної мiри (див. [1]) для випадку, коли процеси, якi задають еволюцiю цiни
активу та волатильнiсть, є некорельованими. У процесi отримання явного
виразу для цiни опцiона застосовується обернене перетворення Фур’є хара-
ктеристичної функцiї та використовується гаусовiсть процесу Орнштейна-
Уленбека.
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Розглядаємо модель ринку, яка задається стохастичними диференцi-
альними рiвняннями:

dSt = µStdt+ σ(Yt)StdBt, (1)

dYt = −αYtdt+ kdWt, (2)

та виконанi припущення (А1)-(А3) з [3] (додатнiсть коефiцiєнтiв, корельо-
ванiсть процесiв Вiнера B, W, квадратична iнтегровнiсть та вiддаленiсть
вiд нуля функцiї σ).

Теорема 1. Модель ринку, задана рiвняннями (1)–(2) з припущеннями
(A1)-(A3), є безарбiтражною у сенсi NA+ та NAg (див. [1])

Теорема 2. Розглянемо модель (1)–(2) у випадку некорельованих проце-
сiв Вiнера. Нехай Q – мiнiмальна мартингальна мiра, V0 – цiна Європей-

ського опцiону типу call, та функцiя щiльностi в.в. σ̄2
0 =

1

T

∫ T
0
σ2(Ys)ds є

кусково-неперервною на R. Тодi має мiсце наступне зображення:

1) для ln (S/K) + rT ≥ 0 i k =
√

2(ln (S/K) + rT ) :

V0 = lim
ε→0

(
S erT

(
Φ(k) +

1

(2π)3/2

(∫ ∞
k

(∫ σ2
1(s)

−∞

∫ ∞
−∞

exp
(
iyu−

ε2u2

2

)
φ(u)dudy +

∫ ∞
σ2

2(s)

∫ ∞
−∞

exp

(
iyu− ε2u2

2

)
φ(u)dudy

)
e−s

2/2 ds
))

−K
(1

2
+

1

(2π)3/2

(∫ ∞
0

∫ σ2
4(s)

−∞

∫ ∞
−∞

exp
(
iyu

−ε
2u2

2

)
φ(u)dudy e−s

2/2 ds

+

∫ 0

−∞

∫ ∞
σ2

4(s)

∫ ∞
−∞

exp

(
iyu− ε2u2

2

)
φ(u)dudy e−s

2/2 ds
)))

;

2) для ln (S/K) + rT < 0 i l =
√
−2(ln (S/K) + rT ) V0 задається анало-

гiчно до п.1),

де φ(u) = EQ(eiuσ̄
2
0 ) – характеристична функцiя випадкової величини σ̄2

0 ;
σi = σi(s), i = 1, 4 – невипадковi функцiї, визначенi у [3], S – цiна акцiї у
початковий момент часу.
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Асимптотична поведiнка автомодельних дробових
випадкових полiв

Макогiн В. I.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

makoginv@ukr.net

Одним iз узагальнень автомодельних процесiв на багатопараметричний
випадок є анiзотропнi автомодельнi випадковi поля.

Означення 1. Дiйснозначне випадкове поле {X(t), t ∈ RN} є анiзотро-
пним автомодельним з iндексом H = (H1, . . . ,HN ) ∈ (0,+∞)N , якщо для
будь-якого a = (a1, . . . , aN ) ∈ (0,+∞)N{

X(a1t1, . . . , aN tN ), t ∈ RN
} d

=
{
aH1

1 · · · a
HN
N X(t), t ∈ RN

}
.

Дробовий броунiвський рух є прикладом гауссiвського автомодельного
процесу, а його аналог для випадкових полiв задано наступним означенням.

Означення 2. Дiйснозначним анiзотропним дробовим броунiвським по-
лем з iндексом Хюрста H = (H1, . . . ,HN ), 0 < Hi < 1, i = 1, N називає-
ться центроване гауссiвське автомодельне поле BH = {BH(t), t ∈ RN+} з
коварiацiйною функцiєю

E
(
BH(t)BH(s)

)
= 2−N

N∏
i=1

(
t2Hii + s2Hi

i − |ti − si|2Hi
)
, t, s ∈ RN+ .
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Це поле зберiгає властивостi дробового броунiвського руху. А саме, воно
є анiзотропним автомодельним за означенням 1 та має стацiонарнi приро-
сти на прямокутниках.

У статтi [3] доведено, що iснують такi гауссiвськi автомодельнi випад-
ковi поля, що мають стацiонарнi прирости на прямокутниках i розподiли
яких не спiвпадають з розподiлами анiзотропного дробового броунiвсько-
го поля. Зокрема, для полiв з iндексом H = (0.5, 0.5) наведено наступний
результат.

Твердження 3. Прирости на прямокутниках гауссiвського автомодель-
ного поля X з iндексом автомодельностi H = (0.5, 0.5) та коварiацiйною
функцiєю

EX(t)X(s) = (t1 ∧ s1)(t2 ∧ s2)

(
1 +

θ

4

t1 − s1

t1 ∨ s1

t2 − s2

t2 ∨ s2

)
(1)

є стацiонарними, але не незалежними.

Також у доповiдi наведено твердження, що характеризує наявнiсть ста-
цiонарних приростiв автомодельного поля в термiнах коварiацiйної функцiї
вiдповiдного стацiонарного поля з перетворення Лампертi. Доведено закон
нуля та одиницi для полiв з ергодичним масштабним перетворенням, трає-
кторiї яких нормованi нижнiми та верхнiми монотонними обмежувальними
функцiями. Доведено сильнi граничнi теореми для анiзотропних автомо-
дельних полiв. Отримано такi граничнi теореми для гауссiвських полiв.

Дослiджено збiжнiсть iнтегрального функцiоналу типу середнього вiд
d-вимiрного N -параметричного анiзотропного дробового броунiвського по-
ля. Доведено збiжнiсть нормованого iнтегрального функцiоналу вiд d-
вимiрного N -параметричного анiзотропного автомодельного поля до ло-
кального часу у припущеннi, що його неперервний локальний час iснує.

[1] В. Макогiн, Асимптотичнi властивостi iнтегральних функцiоналiв вiд
дробових броунiвських полiв, Теорiя Ймовiрностей та Математична Стати-
стика, 91 (2014), 97–106.

[2] V. Makogin, Yu. Mishura, Strong limit theorems for anisotropic self-similar fields,
Modern Stochastics: Theory and Applications, 1(1) (2014), 73–93.

[3] V. Makogin, Yu. Mishura, Example of a Gaussian Self-Similar Field With
Stationary Rectangular Increments That Is Not a Fractional Brownian Sheet,
Stochastic Analysis and Applications, 33(3) (2015), 413–428.
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Простори Орлiча випадкових величин та простори
Fψ(Ω)
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Синявська О. О.
ДВНЗ “Ужгородський нацiональний унiверситет”

olja_sunjavska@ukr.net

Розглядається C-функцiя Орлiча

U(x) =

{(
eα
2

)2/α
x2, якщо |x| ≤ xα;

exp {|x|α} , якщо |x| > xα,
(1)

де xα =
(

2
α

)1/α, 0 < α < 1. LU (Ω) – простiр Орлiча, що породжений
функцiєю U(x).

Теорема 1. Простори Орлiча LU (Ω), де функцiя U(x) задана у виглядi
(1), мiстять тi ж самi елементи, що i простори Fψ(Ω), де ψ(u) = u1/α,
α > 0, причому норми в цих просторах – еквiвалентнi та мають мiсце
нерiвностi:

‖ξ‖U ≤ CψU ‖ξ‖ψ , ‖ξ‖U ≥ CUψ ‖ξ‖ψ ,

де CψU = e2/α+2
(

1 + e1/12
√

2π

)1/α

e1/α, CUψ = 1
21/α

(
e2/α + 1

)−1/α
α1/αe1/α.

Теорема 2. Для простору Орлiча LU (Ω), де U(x) задана у виглядi (1),
справджується умова H iз константою

CU = 4 · 9 1
α

(
CψU
CUψ

)2

.

Встановлюється зв’язок мiж просторами Fψ(Ω) i просторами Орлiча.
Знаходяться умови при яких для дослiджуваного простору Орлiча вико-
нується умова H.
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Задача iнтерполяцiї стацiонарних послiдовностей

Моклячук М. П.
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Дослiджується задача оптимального лiнiйного оцiнювання функцiона-

ла Asξ =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)ξ(j), Ml =
l∑

k=0

(Nk +Kk), N0 = K0 = 0, вiд невiдо-

мих значень стацiонарної стохастичної послiдовностi ξ(j) за даними спо-

стережень послiдовностi ξ(j)+η(j) в точках j ∈ Z\S, S =
s−1⋃
l=0

{Ml, . . . , Ml+

Nl+1}, де η(j) – некорельована з ξ(j) стацiонарна послiдовнiсть. За умови,
що спектральнi щiльностi послiдовностей ξ(j) та η(j) вiдомi, застосовано
метод проекцiй у гiльбертових просторах [1] та знайдено формули для об-
числення середньоквадратичної похибки та спектральної характеристики
оптимальної оцiнки функцiонала [3]. У виглядi наслiдку розглянута задача
для стацiонарної послiдовностi, що спостерiгається без шуму [4]. У випад-
ку, коли вигляд спектральних щiльностей невiдомий, але заданi множини
допустимих спектральних щiльностей, застосовано мiнiмаксний метод оцi-
нювання [2]. Для заданих множин допустимих спектральних щiльностей
визначенi найменш сприятливi спектральнi щiльностi та мiнiмакснi спе-
ктральнi характеристики оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала.

[1] A. Н. Колмогоров, Теория вероятностей и математическая статистика.
Сборник статей / А.Н. Колмогоров, “Наука”, Москва, 1986.
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ВПЦ “Київський унiверситет”, Київ, 2008.

[3] М. П. Моклячук, М. I. Сiдей, Iнтерполяцiя стацiонарних послiдовностей,
що спостерiгаються з шумом, Теорiя Ймовiрностей та Математична Ста-
тистика, 93 (2015), 143–156.

[4] Mikhail Moklyachuk, Maria Sidei, Interpolation Problem for Stationary
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Аналог теореми Беррi-Ессена для функцiоналiв вiд
слабо ергодичних Марковських процесiв

Молибога Г. М.
Iнститут математики НАН України

St.George.Molyboga@gmail.com

Нехай X - однорiднiй Марковський процес, який є слабо ергодичним;
тобто, його перехiднi ймовiрностi слабко збiгаються до єдиного iнварiан-

тного розподiлу. Розглянемо суми вигляду Yn = 1√
n

n∑
k=1

A(Xk). Доводиться,

що при вiдповiдних умовах на слабку ергодичнiсть, рiвномiрна оцiнка на
швидкiсть збiжностi Yn до нормального розподiлу є O( (lnn)2

n1/4 ).

Метод доведення є узагальненням представленого в [1].

[1] A.Yu. Veretennikov, A.M. Kulik, Diffusion approximation of systems with weakly
ergodic Markov perturbations. I, II , Probability theory and mathematical stati-
stics, Vol. 87 (2012) 12 – 27; Vol. 88 (2013), 1 – 16.
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Оцiнка швидкостi збiжностi цiн опцiонiв купiвлi та
продажу

Мунчак Є. Ю.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

yevheniamunchak@gmail.com

Мiшура Ю. С.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

myus@univ.kiev.ua

Дослiджується послiдовнiсть фiнансових ринкiв з дискретним часом в
схемi серiй. Нехай {rkn, 1 ≤ k ≤ n} – сукупнiсть невiд’ємних чисел, яку
будемо трактувати як послiдовнi вiдсотковi ставки, {Rkn, 1 ≤ k ≤ n} –
однаково розподiленi випадковi величини, незалежнi в сукупностi i мають
неперервний розподiл, зосереджений на деякому iнтервалi [an, bn], ERkn =
µn,VarRkn = σ2

n. В роботi [2] встановлюється, що фiнансовий ринок в n-й
серiї буде безарбiтражним, якщо виконується одна з трьох умов: rn = µn,
µn − (σn)2

bn−µkn
< rn < µn, µn < rn < µn + (σn)2

µn−an .

Розглядається: a) випадковий процес з дискретним часом Xn(t) =

S0
n

[nt]∏
k=1

1+Rkn
1+rkn

, tkn ≤ t ≤ tk+1
n , 0 ≤ k ≤ n − 1, де [a] –цiла частина числа a,

0∏
k=1

= 1, причому в кожнiй серiї rkn = r
n , де r > 0 – деяке число; b) опцiони

купiвлi C = (S−K)+ та продажу P = (K−S)+ на актив S i зi страйковою
цiною K; c) дограничнi ринки в умовах описаних вище i граничний ринок
Блека–Шоулса.

Нехай π(Cn) = EP∗n

(
Xn(T )−K

(
1 + rT

n

)−n)+

– дисконтована справе-
длива цiна опцiона купiвлi в дограничнiй моделi вiдносно мартингальної

мiри заданої рiвностями dP∗n
dPn

=
n∏
k=1

(
1 + ∆Mk

n

)
, де

{
Mk
n , 1 ≤ k ≤ n

}
– де-

який Fn-мартингал, ∆Mk
n = rn−µn

(σn)2 (Rkn − µn) i π(C) – цiна Блека-Шоулса
на опцiон купiвлi в момент T , зi страйковою цiною K, вiдсотковою став-
кою r i дисперсiєю (σ∗)2, а також вiдповiднi цiни π(Pn) та π(P ) опцiони
продажу.

Вважається, що послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених ви-
падкових величин {Rkn, 1 ≤ k ≤ n} задовольняє умови теореми 5.2 з статтi
[2].
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Теорема 1. Має мiсце оцiнка

|π(Cn)− π(C)|+ |π(Pn)− π(P)| ≤ C

n
.

Для отримання такої оцiнки швидкостi збiжностi застосовується ре-
зультат статтi [1], щодо швидкостi збiжностi в центральнiй граничнiй те-
оремi для однаково розподiлених випадкових величин, одержаної за мето-
дом псевдомоментiв.

[1] Yu. Mishura, Ye. Munchak, P. Slyusarchuk, The rate of convergence to the normal
law in terms of pseudomoments, Modern Stochastics: Theory and Applications,
2 (2) (2015), 95–106.

[2] Ю. Мiшура, Є. Мунчак, Швидкiсть збiжностi цiн опцiонiв з використан-
ням методу псевдомоментiв, Теорiя ймовiрностей i математична статисти-
ка, 92 (2015), 110–124.

Симетричний стiйкий процес та задача про спряження

Осипчук М. М.
ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя

Стефаника”
mykhailo.osypchuk@pu.if.ua

Нехай функцiя (ϕ(x))x∈Rd є перетвореннями Фур’є функцiй (Φ(ξ))ξ∈Rd .
Розглянемо оператори, що дiють на такi функцiї вiдповiдно до правил (c >
0, α ∈ (1, 2])

Aϕ(x) = −c
∫
Rd

|ξ|αei(x,ξ)Φ(ξ) dξ, x ∈ Rd,

Bϕ(x) = i

∫
Rd

ξ|ξ|α−2ei(x,ξ)Φ(ξ) dξ, x ∈ Rd,

за умови, що такi iнтеграли визначенi. Оператор A є твiрним оператором
симетричного стiйкого процесу в Rd — однорiдного процесу Маркова зi
щiльнiстю ймовiрностi переходу

g(t, x, y) =
1

(2π)d

∫
Rd

ei(x−y,ξ)−ct|ξ|
α

dξ, t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.
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Нехай S — гiперплощина в Rd, яка задається рiвнянням (x, ν) = 0 з
деяким фiксованим одиничним вектором ν ∈ R.

В доповiдi буде побудовано неперервну функцiю (G(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd
таку, що для кожної обмеженої неперервної дiйснозначної функцiї
(ϕ(x))x∈Rd функцiя

U(t, x) =

∫
Rd

ϕ(y)G(t, x, y) dy, t > 0, x ∈ Rd

задовольняє наступнi вимоги (задача про спряження):

(i)
∂U(t, x)

∂t
= AU(t, x), t > 0, x ∈ Rd \ S;

(ii) U(0+, x) = ϕ(x), x ∈ Rd;

(iii) (1 + q(x))BνU(t, x+)− (1− q(x))BνU(t, x−) = 0, t > 0, x ∈ S.

Тут Bν = (B, ν), а оператори A i B дiють на функцiю U(t, x) за про-
сторовою змiнною x. В останнiй вимозi дiйснозначна функцiя (q(x))x∈S —
неперервна i обмежена.

Результати одержанi у спiвпрацi з професором Портенком М. I.

[1] Osypchuk M. M., Portenko M. I. One type of singular perturbations of a multi-
dimensional stable process, Theory of Stochastic Processes 19(35) (2014), no. 2,
42–51.

[2] Осипчук M. M., Портенко M. I. Про потенцiали простого шару для одно-
го класу псевдо-диференцiальних рiвнянь, Укр. мат. журн. 67 (2015), №11,
1556–1568.

44



Оцiнки для розподiлу супремуму випадкових полiв з
простору Орлiча в нескiнченнiй областi

Сливка-Тилищак Г. I.
ДВНЗ "Ужгородський нацiональний унiверситет"

aslyvka@ukr.net

В роботi отримано оцiнки для розподiлу супремуму нормованих випад-
кових полiв з простору Орлiча в нескiнченнiй областi. Розглянуто приклад
застосування отриманих оцiнок до розв’язку рiвняння гiперболiчного типу
математичної фiзики

Простори Орлiча випадкових величин та випадковi процеси з просто-
рiв Орлича вивчаються в монографiї Булдигiна В. В. та Козаченка Ю. В.
[1]. Властивостi випадкових процесiв з просторiв Орлiча дослiджуються у
роботах Коно (1980) [3], Козаченка Ю. В. [5, 6].

Теорема 1. Нехай {ξ(x, t), (x, t) ∈ V } , V = [0; a]× [0,+∞) — сепарабельне
випадкове поле з простору Орлiча LU (x), де U(x) задовольняє g-умову.
Нехай виконуються наступнi умови:

1) [bk, bk+1] , k = 0, 1, . . . — сiм’я таких вiдрiзкiв, що 0 ≤ bk < bk+1 <
+∞, k = 0, 1, . . . Vk = [0; a]× [bk, bk+1] ,

⋃
k

Vk = V ;

2) Iснують такi неперервнi монотонно зростаючi функцiї σk =
{σk(h), 0 ≤ h ≤ bk+1 − bk}, σk(0) = 0, що на кожному Vk

sup
|x−x1|6h
|t−t1|6h

(x,t),(x1,t)∈Vk

‖ξ(x, t)− ξ(x1, t1)‖LU ≤ σk(h);

3) Для деякого ε > 0

ε∫
0

U (−1)

((
a

2σ
(−1)
k (u)

+ 1

)(
bk+1 − bk
2σ

(−1)
k (u)

+ 1

))
du;

4) c = {c(t), t ∈ R} — деяка неперервна функцiя така, що

c(t) > 0, t ∈ R, ck = sup
t∈[bk,bk+1]

1
c(t) = 1

inf
t∈[bk,bk+1]

c(t) ;
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5) (x0, t0k) — деяка точка з Vk, z0, K, A — константи з означення
C-функцiї;

B(x0, t0k, θ) = |ξ(x0, t0k)‖LU +

+
CU

θ(1− θ)

ω0kθ∫
0

U (−1)

((
a

2σ
(−1)
k (u)

+ 1

)(
bk+1 − bk
2σ

(−1)
k (u)

+ 1

))
du,

де ω0k = σk (max (|x− xo|, |t0k − tk|)), CU = k(1 + U(z0)) ×
max(1, A), 0 < θ < 1; для деякого δ > z0 max

k∈Z
ckB(x0, t0k, θ) збiгається

ряд ∑
k∈Z

(
U

(
δ

ckB(x0, t0k, θ)

))−1

.

Тодi для всiх ε ≥ Kδz0 має мiсце нерiвнiсть

P

{
sup

(x,t)∈V

|ξ(x, t)|
c(t)

> ε

}
6

6
(
U
( ε

δK

))−1

·A ·
∑
k∈Z

(
U

(
δ

ckB(x0, t0k, θ)

))−1

.

Результати викладенi в роботi можуть бути використанi при моделю-
ваннi розв’язкiв задач математичної фiзики та в iнших областях, де вико-
ристовують методи теорiї випадкових процесiв.

[1] Buldygin V. V., Kozachenko Yu. V. Metric Characterization of Random Vari-
ables and Random processes . – American Mathematical Society, Providence,
Rhode. – 2000. – 289 p.

[2] Kozachenko Yu. V., Slyvka-Tylyshchak A. I. On the increase rate of random
fields from space Subϕ(Ω) on unbounded domains // Statistics, optimization
and information computing. – June 2014. – Vol. 2. – P. 79–92.

[3] Kono N. Sample path properties of stochastic processes // J. Math. Kyoto
Univ. – 1980. – 20, № 2. – P. 295–313.

[4] Дарiйчук I. В., Козаченко Ю. В., Перестюк М. М. Випадковi процеси з
просторiв Орлiча – Чернiвцi: Видавництво «Золотi литаври», 2011. – 212 с.

[5] Козаченко Ю. В. Случайные процессы в пространствах Орлича I // Теория
вероятн. и мат. статист. – 1984. – Вып. 30. – С. 92–107.
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[6] Козаченко Ю. В. Случайные процессы в пространствах Орлича II // Теория
вероятн. и мат. статист. – 1984. – Вып. 31. – С. 44-50.

Гранична теорема для нескiнченних систем
стохастичних диференцiальних рiвнянь

Танцюра М. В.
Iнститут математики НАН України

mtan@meta.ua

Розглянемо нескiнченну систему стохастичних диференцiальних рiв-
нянь. 

dXn
k (t) = a(Xn

k (t), µn(t))dt+ dwk(t), k ∈ Z, t ∈ [0, T ],
µn(t) = 1

n

∑
k∈Z δXnk (t),

µn(0) = 1
nµn, n ∈ N,

(1)

де n ∈ N, a є неперервною вимiрною функцiєю що задовольняє умову скiн-
ченностi радiусу взаємодiї, wk є незалежними вiнерiвськими процесами,
мiра µn це незалежна вiд вiнерiвських процесiв пуасонiвська точкова мiра
з iнтенсивнiстю nm(dx). Припустимо, що мiра m є локально скiнченною i

∃C > 0 ∀α ∈ R ∀β ≥ α : m([α, β]) ≤ C(β − α+ 1).

Доведено, що iснує границя послiдовностi мiрозначних процесiв
{µn(·)}n≥1 при n → ∞. Бiльш того, граничний мiрозначний процес одно-
значно визначається з наступної системи стохастичних диференцiальних
рiвнянь  dX(u, t) = a(X(u, t), µ(t))dt+ dw(t), t ∈ [0, T ],

µ(t) = E(m ◦X(·, t)−1),
X(u, 0) = u, u ∈ R.

(2)
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Про визначення оптимальної страхової ставки

Чорний Р. О.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

rostykchornyy@gmail.com

Кiнаш О. М.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

okinasch@yahoo.com

Будемо вважати, що кiлькiсть договорiв страхування N , якi знаходя-
ться в страховому портфелi, є випадковою величиною. Кожному договору
страхування з номером j ставиться у вiдповiднiсть величина Sj , яку на-
зиваємо страховою сумою. Незай Yj - величина позову за j -м договором.
Очевидно, що Yj ≤ Sj . Введемо Xj =

Yj
Sj
. Випадкову величину Xj назвемо

вiдносним позовом( позовом, що розрахований на одиницю страхової суми
).

Будемо також вважати, що випадковi величини Xj та Sj - незалежнi.
Зауважимо, що в цьому полягає суть F-моделi [1]. Зрозумiло, що величина
позову може бути представлена у виглядi

Yj = Xj ∗ Sj (1)

Позови, якi задовольняють умову (1) назвемо факторизованими [1].

Припустимо , також, що для кожного договору страхування страхова
премiя Zj визначається

Zj = z ∗ Sj ,

де z - деяка стала для всiх договорiв страхування(страхова ставка). За-
уважимо, що в розглянутiй моделi премiї є випадковими величинами, що
залежать вiд Sj , що i вiдрiзняє її вiд класичних постановок задачi.

Будемо вважати, що всi позови факторизованi, випадковi вектори
(Sj , Xj) i випадкова величина N незалежнi в сукупностi. Сума премiй зi-
браних по страховому потрфелю рiвна

Z̄ =

N∑
j=1

Zj ,
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сума позовiв рiвна

Ȳ =

N∑
j=1

Yj .

Якщо початковий капiтал рiвний u0, то кiнцевий страховий фонд рiвний

U = uo + Z̄ − Ȳ (2)

Перша задача повз’язана з моделлю (2) є задача вивчення асимптотики
розподiлу випадкової величини U при вiдомiй величинi страхової ставки z.

Друга задача - визначення такого мiнiмального значення z, при якому
результати страхової дiяльностi по даному портфелю є прийнятними для
страховика.

Для визначення страхової ставки z введемо наступнi умови :

z ≥ EXj ; (3)

(умова "середньої беззбитковостi")

P (U ≥ 0) ≥ Q, (4)

де Q - деяке наперед задане число (0 < Q < 1), (умова "кiнцевого небан-
крутства").

Якщо ставка страхової премiї z забезпечує виконання умов (3) i (4) бу-
демо називати її "достатньою". Через z0 позначимо точну нижню грань
величини z, таку величину будемо називати оптимальною страховою став-
кою.

Розглянуто приклади визначеня z0 за рiзних умов.

[1] Королев В.Ю. Математические основы теории риска / В.Ю. Королев,
В.Е.Бенинг, С.Я. Шоргин . - М.:Физматлит, 2011. - 620 с.
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Секцiя математичного аналiзу

Remark about bounded L-index in direction b of function
cos
√
z1z2

Bandura A. I.
Ivano-Frankivsk national technical university of oil and gas

andriykopanytsia@gmail.com

We use definitions and denotations from [1].

Recently [2] we proved that an entire function F (z1, z2) = cos
√
z1z2 =∑∞

n=0
(−1)n(z1z2)n

(2n)! is of unbounded index in each direction b = (b1, b2) ∈ C2 \0.

But F (z0
1 + b1t, z

0
2 + b2t) is of bounded index for every given z0

1 , z
0
2 ∈ C as a

function of variable t ∈ C. It was a generalization of our previous result for
direction (1, 1) [3]. At a scientific seminar in Lviv University prof. Kondratyuk
A. A. raised the question (2007):

What is a positive continuous function L : C2 → R+ providing a bounded
L-index in the direction b of function cos

√
z1z2?

Using Skaskiv’s idea from [3], we give an answer to Kondratyuk’s question
in the following theorem.

Theorem 1. Let ε > 0, Lε(z1, z2) =

{
|b1
√

z2
z1

+ b2
√

z1
z2
|+ 1, |z1z2| > ε2,

|b1z2+b2z1|
ε + 1, |z1z2| ≤ ε2.

Then Lε ∈ Q2
b and F (z1, z2) = cos

√
z1z2 is of bounded Lε-index in each di-

rection b = (b1, b2).

[1] A. I. Bandura, O. B. Skaskiv, Entire functions of bounded L-index in direction,
Mat. Stud., 27 (1) (2007), 30–52 (in Ukrainian).

[2] A.I. Bandura, Entire function of unbounded index in any real direction,
Precarpathian bulletin SSS, 1(29) (2015), 24–30.

[3] A.I. Bandura, O.B. Skaskiv, Entire functions of bounded and unbounded index
in direction, Mat. Stud., 27 (2) (2007), 211–215 (in Ukrainian).
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Про збiжнiсть перiодичних гiллястих ланцюгових
дробiв спецiального вигляду

Бубняк М. М.
Тернопiльський нацiональний економiчний унiверситет

mariabubnyak@gmail.com

Возняк О. Г.
Тернопiльський нацiональний економiчний унiверситет

olvoz@ukr.net

Об’єктом дослiдження є −→p -перiодичнi гiллястi ланцюговi дроби (ГЛД) спе-
цiального вигляду, який одержуємо з ГЛД спецiального вигляду(

1 +
∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)

1

)−1

, (1)

де ai(k) ∈ C, i(k) ∈ I, I = {i(k) : i(k) = i1i2 . . . ik : 1 ≤ ip ≤ ip−1; p ≥ 1; i0 =
N}, N – фiксоване натуральне число. Дрiб (1) назвемо −→p -перiодичним гiл-
лястим ланцюговим дробом спецiального вигляду, де −→p = (p1, p2, . . . , pN ),
pj ∈ N; j = 1, N , якщо при кожному фiксованому im всi i(m)-тi вiтки
є однаковими i pim-перiодичними неперервними дробами. Тодi елементи
дробу (1) задовольняють умови

ar . . . r︸ ︷︷ ︸
q

= ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

, q ≥ 1;

ai(m) r . . . r︸ ︷︷ ︸
q

= ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

, m ≥ 1; i(m) ∈ I; r < im;

де q = npr + s; r = 1, N ; s = 1, pr; n ≥ 0. Позначимо ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

= cr,s. Тодi

−→p -перiодичний ГЛД можна записати у виглядi(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

)−1

, cq,j ∈ C, q = 1, N ; j = 1, pq. (2)

Проведено дослiдження поточкової та рiвномiрної збiжностi дробiв (2).
При накладаннi додаткових умов встановлено оцiнки похибки апроксима-
цiї пiдхiдними дробами ГЛД (2).
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Для 1-перiодичного ГЛД (pj = 1, j = 1, N) встановлена поточкова
збiжнiсть у кругових, кутових та параболiчних областях; рiвномiрна збi-
жнiсть – на компактах цих областей; необхiдна умова збiжностi.

Для загальних є −→p -перiодичних ГЛД (2) доведена рiвномiрна збiжнiсть
на компактах деяких овальних областей.

Властивостi фундаментальної матрицi розв’язкiв
задачi Кошi для систем рiвнянь

Колмогорова-Ейдельмана

Буртняк I. В.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника

bvanya@meta.ua

Малицька Г. П.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника

Ми розглядаємо таку задачу Кошi

∂tuν(t, x)−
3∑
j=1

nj∑
s=1

xjs∂xj+1 suν(t, x) =
n0∑
µ=1

∑
∑
j

|kj |
2bj
≤1

Akµ(t)Dk
x1
uµ(t, x),

ν = 1, n0, n0 ∈ N,

(1)

u(t, x)|t=τ = u0(x), t ∈ (t0, T ], x ∈ Rn. (2)

n =
4∑
j=1

nj , n1 ≥ n2 ≥ n3 ≥ n4, n1 ∈ N, nj ∈ N ∪ 0, j = 2, 3, 4. x =

(x1, ..., x4), bj ∈ N, k = (k1, ..., k4), kj ∈ N ∪ 0,
−→
b = (b1, ..., b4).

∂tu =
∑

k1
2b1

+...+
k4
2b4

Akµ(t)Dk
x1
– 2
−→
b – параболiчна система за С.Д. Ейдель-

маном в смузi (t0, T ]× Rn, 0 ≤ t0 ≤ T,Ak(t) ∈ C[t0, T ]. Вiдповiдна двоїста
задача Кошi до (1), (2)

∂tvν(t, ξ)−
3∑
j=1

nj∑
s=1

ξj+1s∂ξj svν(t, ξ) =

n0∑
µ=1

∑
4∑
j

|kj |
2bj
≤1

Akµ(t)(iξ1)kvµ(t, ξ), (3)
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u(t, ξ)|t=t0 = v0(ξ), ξ ∈ Rn, (4)

така, що матриця (
∑
Akµ(iξ)k) для будь-якого фiксованого t ∈ [t0, T ] на

характеристиках системи (3) задовольняє умову Лаппо-Данилевського.
Використовуючи перетворення Фур’є, метод характеристик та власти-

востi аналiтичних функцiй в просторах S, встановлено iснування, єдинiсть
та основнi властивостi фундаментальної матрицi розв’язкiв задачi Кошi
(ФРЗК) (1), (2) зокрема аналiтичнiсть при t > t0, дельта подiбну пове-
дiнку при t → t0, x → x0 нормальнiсть формули згортки для зображення
розв’язку (1), (2), встановлено оцiнки похiдних ФРЗК.

Fourier coefficients associated with the Riemann
zeta-function

Basiuk Y.V.
Ivan Franko Lviv National University

yuliya.basyuk.92@mail.ru

Tarasyuk S. I.
Ivan Franko Lviv National University

svt.tarasyuk@gmail.com

In the present work we study the behavior of the Riemann zeta - function

on the critical line. It is known that the integral
∞∫
−∞

log |ζ
(

1
2 + it

)
|dt, where

ζ(s) is the Riemann zeta-function, diverges.
Earlier M. Balazard, E.Saias, M. Yor [1] summed log |ζ(s)| on the critical

line with the kernel 1/|s|2, and A. Kondratyuk, P. Yatsulka [2] summed it with
the kernel 1/|s|4.

The summation of log |ζ(s)| with the kernel 1/|s|6 on the critical line Re s =
1
2 is the main result of our investigation.

First we consider Fourier coefficients associated with the Riemann zeta-
function. We obtain the expression for the second Fourier coefficient of
log |f(eiθ)| :

c−2(1, f) =
1

4
+

1

2π

∫ 2π

0

e2iθ log

∣∣∣∣ζ ( 1

1− eiθ

)∣∣∣∣ dθ.
Using the method of Fourier series for the function f(z) = (s − 1) ζ(s) =
z

1− z
ζ

(
1

1− z

)
, |z| < 1, we proved the following theorem.
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Теорема 1. Let {ρj} be the sequence of non-trivial zeroes of ζ(s). Тhen

1

2π

∫
Re s= 1

2

log |ζ(s)|
|s|6

|ds| = 7

2
− 4γ +

γ1 − γ2

2
+ 6

∑
Re ρj> 1

2

log

∣∣∣∣ ρj
1− ρj

∣∣∣∣+
+ 4

∑
Re ρj> 1

2

(|ρj |2 − Reρj)(2Reρj − 1)

|ρj(ρj − 1)|2
+

+
1

2

∑
Re ρj> 1

2

Re(|ρj |2 − ρj)2(2Reρj − 1)(2|ρj |2 − 2Reρj + 1)

|ρj(ρj − 1)|4
, (1)

where γ is the Euler constant,

γ1 = − lim
N→∞

∑
m≤N

1

m
logm− log2N

2

 .

Also we obtain a new restatement of the Riemann Hypothesis.

Теорема 2. The Riemann Hypothesis holds if and only if

1

2π

∫
Re s= 1

2

log |ζ(s)|
|s|6

|ds| = 7

2
− 4γ +

γ1 − γ2

2
. (2)

[1] Balazard M. Notes sur la fonction ζ de Riemann, 2/ M. Balazard, E.Saias, M.
Yor// Advances in Mathematics. – 1999. – Vol. 143. – P. 284 – 287.

[2] Kondratyuk A. Summation of the Riemann zeta-function logarithm on the cri-
tical line/ A. Kondratyuk, P. Yatsulka// Voronoї’s impact on modern science:
proceeding of the fourth international conference on analytic number theory and
spatial fessellations, September 22 - 28, 2008. – Kyiv, 2008. – P. 59 – 63.
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Оцiнки на мiнiмальнi вiдхилення вiд 0 та ∞
мероморфної в проколенiй площинi функцiї з малою

кiлькiстю нулiв та полюсiв
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Для мероморфної в проколенiй площинi C∗ := C \ {0} функцiї f, f 6≡ 0

позначимо N0(r, f) =
∫ r

1
n0(t,f)

t dt, r > 1, де n0(t, f) – лiчильна функцiя по-
люсiв функцiї f в кiльцi {z : 1

t 6 |z| 6 t}, t > 1. Характеристика T0(r, f)
типу Неванлiнни для функцiй f, мероморфних в C∗ була введена у [1].
Порядком ρ функцiї f називається порядок зростання її характеристи-
ки T0(r, f) [2].

Нехай
κ0(f) = lim

r→∞

N0(r, f) +N0(r, 1/f)

T0(r, f)
а також

β0(a, f) = lim
r→∞

ln+M(r, a, f) + ln+M( 1
r , a, f)

T0(r, f)
, a ∈ C,

де

M(t, a, f) = max
|z|=t

1

|f(z)− a|
при a ∈ C, M(t,∞, f) = max

|z|=t
|f(z)|.

Дефект δ0(a, f) функцiї f для значення a ∈ C визначається наступним
чином ([3], [2]) :

δ0(a, f) = 1− lim
r→∞

N0(r, 1
f−a )

T0(r, f)
при a ∈ C, δ0(∞, f) = 1− lim

r→∞

N0(r, f)

T0(r, f)
.

Теорема 1. Нехай f(z) мероморфна в C∗ функцiя скiнченного порядку
ρ > 1. Тодi для a = 0,∞ має мiсце оцiнка

β0(a, f) 6 π + κ0(f)K(1 + ρ) ln(1 + ρ),

де K – деяка стала.

Теорема 2. Нехай f – голоморфна в C∗ функцiя скiнченного порядку ρ >1.
Якщо

∑
a
δ0(a, f) = 2 то β0(∞, f) 6 π.
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Оцiнки мiнорiв вронскiана фундаментальної системи
розв’язкiв диференцiального рiвняння з параметром
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Нехай n, p ∈ N; Aj(ξ), j = 1, 2n, ξ = (ξ1, . . . , ξp), — многочлен змiнних

ξ1, . . . , ξp степеня (2n − j), L(λ, ξ) = λ2n +
2n−1∑
j=0

A2n−j(ξ)λ
j ; fq(t, k), q =

1, 2n, k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, — такий розв’язок диференцiального рiвняння
L (d/dt, k) y(t) = 0 з параметром k, що f

(j−1)
q (0, k) = δj,q, j = 1, 2n, де

δj,q — символ Кронекера; V (t, k) = det ‖f (j−1)
n+q (t, k)‖nj,q=1. Визначник V (t, k)

є мiнором n-го порядку вронскiана det ‖f (j−1)
q (t, k)‖2nj,q=1 системи розв’яз-

кiв f1(t, k), . . . , f2n(t, k), що вiдповiдає викресленим першим n стовпцям
та останнiм n рядкам. Нехай Λ(k) = min{Reλ : L(λ, k) = 0}, k ∈ Zp,
M = −min{0; inf

k∈Zp
Λ(k)/(1 + |k|)}.

За допомогою метричного пiдходу [1, 2] встановлено такий результат.

Теорема 1. Для майже всiх (щодо мiри Лебега в R) чисел t > 0 оцiнка

|V (t, k)| ≥ (1 + |k|)−ω exp(−δt|k|), |k| = |k1|+ . . .+ |kp|,

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp при
ω > (p+ 1)(ξ − 1) + (n2 + 1), δ ≥ nM , де ξ ≥ Cn2n(n2 − n+ 1).

Теорему 1 можна застосувати для оцiнок знизу малих знаменникiв, якi
виникають при дослiдженнi розв’язностi задач з двоточковими умовами
для рiвнянь iз частинними похiдними.

Отриманi результати є продовженням дослiджень праць [1, 2].
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Параболiчнi областi збiжностi гiллястих ланцюгових
дробiв спецiального вигляду
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Розглянемо гiллястий ланцюговий дрiб (ГЛД) спецiального вигляду

1 +
∞
D
k=1

N∑
ik=1

ai(k)

1
, (1)

де ai(k), i(k) ∈ I, I = {i1, i2, . . . ik : 1 ≤ ik ≤ ik−1; k ≥ 1; i0 = N}, N –
фiксоване натуральне число.

Нехай задано вектор вагових коефiцiєнтiв −→v = (v1, v2, . . . , vn), vj > 0,
j = 1, N ,

∑N
j=1 vj < 1.

Теорема 1. Нехай елементи дробу (1) належать параболiчним обла-
стям, тобто ai(k) ∈ Pik(γ), 1 ≤ ik ≤ ik−1, де

Ps(γ) = {z ∈ C : |z| −Re(ze−2iγ) < 2ps cos2 γ},

−π/2 < γ < π/2, ps = vs(1−
∑s
j=1 vj), s = 1, N . Тодi

1) ГЛД (1) збiгається на будь-якому компактi областi

P = P1 × P2 × . . .PN ;

2) областю значень цього дробу є круг

K =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣∣z − e−iγ

2(1−
∑N
s=1 vs) cos γ

∣∣∣∣∣ < 1

2(1−
∑N
s=1 vs) cos γ

}
.
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Приведення матриць до канонiчного вигляду
оборотнiми теплецевими матрицями
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Пiд кiльцем розумiємо асоцiативне кiльце R з 1 i 1 6= 0. Пiд правим
(лiвим) кiльцем Безу розумiємо кiльце, в якому довiльний скiнченнопо-
роджений правий (лiвий) iдеал є головним. Кiльце Безу це кiльце, яке є
правим i лiвим кiльцем Безу одночасно. Нехай R комутативне кiльце Безу
назвемо теплецевим, якщо для будь-яких a, b ∈ R iснує T — оборотна те-
плецева матриця така, що виконується (a, b)T = (d, 0). Кiльце R називає-
ться кiльцем одиничного квадратного стабiльного рангу 1, якщо з умови
aR + bR = R випливає, що iснує оборотнiй елемент t такий, що a2 + bt —
оборотнiй елемент кiльця R.

Теорема 1. Нехай R — комутативне кiльце Ермiта одиничного квадра-
тного стабiльного рангу 1. Тодi будь-яка матриця 2-го порядку над R
дiагоналiзується оборотнiми теплецевими матрицями.

Теорема 2. Нехай R комутативне кiльце Безу стабiльного рангу 1. Тодi:
1) довiльний унiмодулярний рядок (стовпець) довжини над R доповняє-
ться до оборотної теплецевої матрицi;
2) довiльна матриця порядку над R, шляхом домноження справа та злiва
на оборотнi теплецевi матрицi приводиться до канонiчного дiагонально-
го вигляду;
3) довiльна оборотна матриця порядку над кiльцем R, розкладається у
добуток оборотних теплецевих матриць.

[1] B. V. Zabavsky, M. Y. Komarnytsky Distributive elementary divisor domains
Ukr. Math. J., 1996
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Застосування iзометричностi функцiональних
просторiв з рiзним числом змiнних в теорiї

наближення функцiй
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Фiлозоф Л. I.
Схiдноєвропейський нацiональний унiверситет iменi Лесi Українки

В статтi [1] були побудованi простори дiйсних функцiй вiд n + k змiн-
них, iзометричнi просторам дiйсних функцiй, заданих на n-вимiрному ев-
клiдовому просторi. Оскiльки iзометричнiсть функцiональних просторiв з
рiзним числом змiнних рiдкiсне явище, то доцiльно розглянути її застосу-
вання. Наведемо приклади рiвностi основних апроксимацiйних характери-
стик в iзометричних просторах.

Нехай ϕ — iзометричне i лiнiйне вiдображення лiнiйного нормованого
простору X на лiнiйний нормований простiр Y . Тодi вiддаль мiж довiль-
ними елементами a i b простору X дорiвнює вiддалi мiж їх образами ϕ(a)
i ϕ(b) в просторi ϕ(X) = Y , тобто

ρX(a, b) = ‖a− b‖X = ρY (ϕ(a), ϕ(b)) = ‖ϕ(a)− ϕ(b)‖Y , ‖a‖X = ‖ϕ(a)‖Y .
(1)

Остання рiвнiсть випливає з лiнiйностi вiдображення.

Нехай далi M i T — довiльнi множини простору X, ϕ(M) i ϕ(T ) —
їх iзометричнi образи в просторi ϕ(X), A — довiльний лiнiйний оператор,
який вiдображає простiрX в пiдпростiр A(X) = U ⊆ X, A◦ϕ— вiдповiдний
йому лiнiйний оператор, який вiдображає простiр ϕ(X) в пiдпростiр ϕ(U)
так, що для кожного елемента b ∈ X
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A(ϕ(b)) = ϕ(A(b)). (2)
Позначимо через ρX(b, A(b))=‖b−A(b)‖X вiддаль мiж елементом b ∈ X

i його образом A(b) ∈ U , яку називають наближенням елемента b за-
даним лiнiйним оператором A, ρY (ϕ(b), A(ϕ(b)) = ||ϕ(b) − A ◦ (ϕ(b))||Y ;
ρX(a, T )= inf

u∈T
ρX(a, u) = inf

u∈T
||a − u||X — вiддаль вiд елемента a ∈ X

до множини T ⊂ X, яку називають найкращим наближенням елемен-
та a елементами множини T , ρY (ϕ(a), ϕ(T )) = inf

ϕ(u)∈ϕ(T )
ρY (ϕ(a), ϕ(u)) =

= inf
ϕ(u)∈ϕ(T )

||ϕ(a) − ϕ(u)||Y ; ρX(M,A(M)) = sup
a∈M

ρX(a,A(a)) — вiддаль

мiж множиною M ⊂ X i її образом A(M), яку називають наближен-
ням множини M заданим лiнiйним оператором A, ρY (ϕ(M), A(ϕ(M))) =
= sup

ϕ(a)∈ϕ(M)

ρY (ϕ(a), A(ϕ(a)); ρX(M,T ) = sup
a∈M

ρX(a, T ) — вiддаль мiж

множинами M i T , яку називають найкращим наближенням множини
M елементами множини T , ρY (ϕ(M), ϕ(T )) = sup

ϕ(a)∈ϕ(M)

ρY (ϕ(a), ϕ(T ));

L(X,U) — множина всiх лiнiйних операторiв A, якi вiдображають
простiр X в лiнiйний пiдпростiр U , L(ϕ(X), ϕ(U)) — множина всiх
лiнiйних операторiв A ◦ ϕ, якi вiдображають простiр ϕ(X), iзоме-
тричний простору X, в пiдпростiр ϕ(U), iзометричний простору U ,
λ(M,U)X = inf

A∈L(X,U)
ρX(M,A(M)) — найкраще лiнiйне наближення мно-

жини M лiнiйними операторами множини L(X,U), λ(ϕ(M), ϕ(U))Y =
= inf

A◦ϕ∈L(ϕ(X),ϕ(U))
ρY (ϕ(M), A(ϕ(M))); {Mn} — множина всiх лiнiй-

них пiдпросторiв Fn розмiрностi не бiльше n простору X, {ϕ(Mn)}—
множина всiх лiнiйних пiдпросторiв ϕ(Fn) розмiрностi не бiльше n
iзометричного образу простору X, dn(M)X = inf

Fn∈{Mn}
ρX(M,Fn) —

n-вимiрний поперечник по Колмогорову множини M в просторi X,
dn(ϕ(M))Y = inf

ϕ(Fn)∈{ϕ(Mn)}
ρY (ϕ(M), ϕ(Fn)); λn(M)X = inf

Fn∈{Mn}
λ(M,Fn)X

— лiнiйний n поперечник множини M в просторi X, λn(ϕ(M))Y =
= inf
ϕ(Fn)∈{ϕ(Mn)}

λ(ϕ(M), ϕ(Fn))Y .

З рiвностей (1), (2) i вiдповiдних означень випливає рiвнiсть апрокси-
мацiйних характеристик для iзометричних елементiв i iзометричних класiв
елементiв з вiдповiдних iзометричних просторiв, а саме:

ρY (ϕ(b), A(ϕ(b))) = ρX(b, A(b)), (3)

ρY (ϕ(a), ϕ(T )) = ρX(a, T ), ρY (ϕ(M), A(ϕ(M))) = ρX(M,A(M)), (4)

λ(ϕ(M), ϕ(U))Y = λ(M,U)X , ρY (ϕ(M), ϕ(T )) = ρX(M,T ), (5)

dn(ϕ(M))Y = dn(M)X , λn(ϕ(M))Y = λn(M)X . (6)
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Якщо u0 ∈ T, a0 ∈ M,a1 ∈ M,u1 ∈ T,A0 ∈ L(X,U), F 0
n ∈ {Mn}

i F 1
n ∈ {Mn} — екстремальнi елементи вiдповiдно для величин

ρX(a, T ) = ρX(a,u0), ρX(M,A(M)) = ρX(a0, A(a0)), ρX(M,T ) = ρX(a1, u1),
λ(M,U)X = ρX(M,A0(M)), dn(M)X = ρX(M,F 0

n) i λn(M)X = λ(M,F 1
n)X ,

то з рiвностей (1)–(6) випливає, що їх iзометричнi образи ϕ(u0) ∈ ϕ(T ),
ϕ(a0) ∈ ϕ(M), ϕ(a1) ∈ ϕ(M), ϕ(u1) ∈ ϕ(T ), A0 ◦ ϕ ∈ L(ϕ(X), ϕ(U)), ϕ(F 0

n) i
ϕ(F 1

n) — екстремальнi елементи вiдповiдно для величин, записаних в лiвих
частинах рiвностей (4)–(6).

Оскiльки апроксимацiйнi характеристики для функцiй i класiв функцiй
найбiльш повно дослiдженi в просторах дiйсних функцiй вiд однiєї дiйсної
змiнної, то будемо розглядати iзометричнi вiдображення просторiв дiйсних
функцiй вiд 1 + m змiнних, якi побудованi в [1], на простори дiйсних 2π–
перiодичних функцiй вiд однiєї змiнної.

Нехай X̃ — один з просторiв C̃, L̃∞ або L̃p (1 ≤ p < ∞) дiй-
сних 2π–перiодичних функцiй вiд однiєї змiнної, вiдповiдно неперерв-
них, iстотно обмежених i вимiрних з нормами ‖f‖C̃ = sup

x∈[0,2π)

|f(x)|,

‖f‖∞̃ = sup vrai
x∈[0,2π)

|f(x)|, ‖f‖p̃ =
(∫ 2π

0
|f(x)|pdx

)1/p

, X̃Mm — лiнiйнi нормова-

нi простори функцiй f(x, ȳ) = f(x, y1, . . . , ym) 2π–перiодичних по змiннiй
x, якi при кожному фiксованому ȳ > 0̄ належать вiдповiдно просторам X̃
з нормами ‖f(x, ȳ)‖X̃Mn

= sup
ȳ>0̄

‖f(x, ȳ)‖X̃ , де нерiвнiсть ȳ > 0̄ означає, що

всi координати вектора ȳ невiд’ємнi i хоча б одна з них додатна, Kȳm(x) =
K(x, ȳ) — дельтаподiбне ядро (див. (10) з [1]) 2π–перiодичне по змiннiй x

з рядом Фур’є: 1
2π

∞∑
k=−∞

ψȳm(|k|)eikx = 1
π ( 1

2 +
∞∑
k=1

ψȳm(k) cos kx) ∼ Kȳm(x),

X̃ ⊃ F2n−1 =
{
Tn−1(x) = a0

2 +
n−1∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx) = a0

2 +
n−1∑
k=1

Ak(x) :

ak, bk ∈ R
}

— простiр всiх тригонометричних полiномiв степеня не вище
(n− 1) з дiйсними коефiцiєнтами.

В [1] встановлено, що лiнiйний нормований простiр X̃ iзометричний лi-
нiйному нормованому простору згорток простору X̃ з невiд’ємними дель-
таподiбними ядрами {X̃ ∗Kȳm} з нормою простору X̃Mm i {F2n−1∗Kȳm} =

=
{

(Tn−1 ∗Kȳm)(x) = a0

2 +
n−1∑
k=1

ψȳm(k)Ak(x) : (Tn−1(x) ∈ F2n−1) ∧ (ȳ > 0̄)
}

— iзометричний образ простору F2n−1.

Позначимо через Un(Λ, f, x) = 1
π (λn ∗ f)(x) = 1

π

∫ 2π

0
λn(t)f(x − t)dt —

лiнiйний оператор з ядром λn(t) =
λ

(n)
0

2 +
n−1∑
k=1

λ
(n)
k cos kt, який вiдображає

простiр L̃ в пiдпростiр F2n−1, Un ◦ Kȳm = Un ∗ Kȳm — вiдповiдний йо-
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му лiнiйний оператор (2), Un(Λ ∗ Kȳm , f)(x) = 1
π ((λn ∗ Kȳm) ∗ f)(x), який

вiдображає простори {X̃ ∗Kȳm} (див. (14) з [1]) вiдповiдно в пiдпростори
{F2n−1 ∗Kȳm}. Якщо дельтаподiбне ядро Kȳm(x) невiд’ємне, то, в силу iзо-
метричностi просторiв {X̃ ∗Kȳm} i X̃, та їх пiдпросторiв {F2n−1 ∗Kȳm} i
F2n−1, з (2)–(6) одержимо∥∥f ∗K ȳm − Un(Λ, f ∗Kȳm)

∥∥
X̃Mm

= ‖f − Un(Λ, f)‖X̃ ,

ρX̃Mm
({M∗Kȳm},Un(Λ, {M∗Kȳm})) = sup

f∈M

∥∥f ∗K ȳm− Un(Λ, f ∗Kȳm)
∥∥
X̃Mm

=

= ρX̃(M,Un(Λ, {M})) = sup
f∈M

‖f − Un(Λ, f)‖X̃ ,

ρX̃Mm
(f ∗Kȳm , {F2n−1∗Kȳm}) = En(f ∗Kȳm)X̃Mm

= ρX̃(f, F2n−1) = En(f)X̃ ,

ρX̃Mm
({M∗Kȳm},{F2n−1∗Kȳm})=En({M∗Kȳm})X̃Mm

=ρX̃(M,F2n−1)=En(M)X̃ ,

λ({M ∗Kȳm}, {F2n−1 ∗Kȳm})X̃Mm
= λ(M,F2n−1)X̃ ,

dn({M ∗Kȳm})X̃Mm
= dn(M)X̃ , λn({M ∗Kȳm})X̃Mm

= λn(M)X̃ ,

Позначимо через D(k)(f(x)) = f (k)(x) оператор диференцiювання,
D(k) ◦Kȳm = D(k) ∗Kȳm — вiдповiдний йому лiнiйний оператор (2), тобто

D(k)(f ∗Kȳm)(x) = (f (k) ∗Kȳm)(x) =
∂k(f ∗Kȳm)(x)

∂xk
.

Вiдомо (див., напр., [2, c. 127]), що в просторi F2n−1 має мiсце нерiвнiсть
Зигмунда, тобто

∥∥∥T (k)
n−1(x)

∥∥∥
X̃
≤ (n − 1)k ‖Tn−1‖X̃ . В силу iзометричностi

просторiв F2n−1 i {F2n−1 ∗Kȳm} маємо∥∥∥∥∂(k)(Kȳm ∗ Tn−1)(x)

∂xk

∥∥∥∥
X̃Mm

=
∥∥∥T (k)

n−1 ∗Kȳm

∥∥∥
X̃Mm

=
∥∥∥T (k)

n−1(x)
∥∥∥
X̃
≤

≤ (n− 1)k ‖(Kȳm ∗ Tn−1)(x)‖X̃M ,

тобто нерiвнiсть Зигмунда має мiсце в просторi {F2n−1 ∗Kȳm}.

Позначимо через M1 = {Tn−1(x) = ρ0

2 +
n−1∑
k=1

ρk cos(kx + θk) : ρn−1 = 1}

множину всiх тригонометричних полiномiв степеня не вище (n− 1) з стар-
шим коефiцiєнтом ρn−1 = 1. Тодi {M1 ∗ Kȳm} = {(Tn − 1 ∗ Kȳm)(x) =

= ρ0

2 +
n−1∑
k=1

ψȳm(k)ρk cos(kx + θk) : ρn−1 = 1} — iзометричний образ M1.
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Найменшу норму в просторi X̃ (див., напр., [2, с. 110-111]) серед полiномiв
множини M1 має полiном cos((n− 1)x+ θn−1), тобто

ρX̃(0,M1) = inf
Tn−1∈M1

‖Tn−1‖X̃ = ‖cos((n− 1)x+ θn−1)‖X̃ = ‖cosx‖X̃ . (7)

З (1) i (7) випливає, що найменшу норму в просторi X̃Mm серед елементiв
множини {M1 ∗Kȳm} має елемент ψȳm(n− 1) cos((n− 1)x+ θn−1), тобто

ρX̃Mm
(0, {M1 ∗Kȳm}) = inf

Kȳm∗Tn−1∈{M1∗Kȳm}
‖Kȳm ∗ Tn−1‖X̃Mm

=

= ‖ψȳm(n− 1) cos((n− 1)x+ θn−1)‖X̃Mm
= ‖cosx‖X̃ .

[1] Бушев Д.М. Iзометричнiсть функцiональних просторiв з рiзним числом
змiнних // Укр. мат. журн. — 1998. — Т. 50, № 8. — С. 1027–1045.

[2] Н.П. Корнейчук. В.Ф. Бабенко. A.A. Лигун. Экстремальные свойства по-
линомов и сплайнов. — К.: Наукова думка, 1992. — 304 c.

Про простори (p, q)-лiнiйних i (p, q)-однорiдних
вiдображень мiж комплексними лiнiйними просторами

Василишин Т. В.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

taras.v.vasylyshyn@gmail.com

Для лiнiйних просторiв E i F над тим самим полем позначимо L(nE,F )
простiр всiх вiдображень з En в F , якi є лiнiйними вiдносно кожного зi
своїх аргументiв (так званих n-лiнiйних вiдображень). Для комплексного
лiнiйного простору X будемо позначати XR простiр iз дiйсною структу-
рою. Простiр XR вiдрiзняється вiд простору X тим, що в XR не дозво-
лено множення на скаляри з ненульовою уявною частиною. Нехай X i Y
– комплекснi лiнiйнi простори, p i q – цiлi невiд’ємнi числа. Будемо по-
значати L(p,qX,Y ) простiр всiх вiдображень f ∈ L(p+qXR, YR) таких, що
f(λx1, . . . , λxp+q) = λpλ

q
f(x1, . . . , xp+q) для всiх комплексних λ i для всiх

x1, . . . , xp+q ∈ X Назвемо елементи простору L(p,qX,Y ) (p, q)-однорiдними
вiдносно сукупностi аргументiв (p+ q)-лiнiйними в дiйсному сенсi вiдобра-
женнями.
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В [1, Теорема 1.15] доведено, що простiр L(nXR, YR) є прямою сумою
пiдпросторiв L(k,n−kX,Y ), де k змiнюється вiд 0 до n. З iншого боку,
дослiдженими є деякi властивостi так званих (p, q)-лiнiйних вiдображень
(див. [2, 3]), якi є елементами вищезгаданих пiдпросторiв. Вiдображення
f : Xp+q → Y називають (p, q)-лiнiйним вiдображенням, якщо f є лiнiйним
вiдносно перших p аргументiв i антилiнiйним вiдносно решти q аргументiв.
Простiр всiх (p, q)-лiнiйних вiдображень з Xp+q в Y позначимо L̃(p,qX,Y ).

Простiр L̃(p,qX,Y ) є пiдпростором L(p,qX,Y )

У данiй роботi показано, що L̃(p,qX,Y ) є власним пiдпростором в
L(p,qX,Y ) i побудовано проектор з L(p,qX,Y ) на L̃(p,qX,Y ).

[1] J. Mujica, Complex Analysis in Banach Spaces, North-Holland, Amsterdam, New
York, Oxford – 1986. – 447 p.

[2] T.V. Vasylyshyn, A.V. Zagorodnyuk, Polarization formula for (p, q)-polynomials
on a complex normed space, Methods of Functional Analysis and Topology, 17
(1) (2011), 75–83.

[3] Т.В. Василишин, А.В. Загороднюк, Поляризацiйна формула та поляриза-
цiйна нерiвнiсть для (p, q)-лiнiйних вiдображень, Карпат. мат. публ., 2 (1)
(2009), 128–144.

Про симетричнi ∗-полiноми вiд двох комплексних
змiнних

Василишин Т. В.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

taras.v.vasylyshyn@gmail.com

Струтинський М. М.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

strutinskii1991@gmail.com

Основна теорема про симетричнi полiноми вiд скiнченної кiлькостi змiн-
них стверджує, що кожен такий полiном можна подати у виглядi алгебраї-
чної комбiнацiї елементарних симетричних полiномiв. Природним узагаль-
ненням полiномiв вiд комплексних змiнних є ∗-полiноми. ∗-Полiном – це
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вiдображення мiж комплексними лiнiйними просторами, яке є звуженням
на дiагональ сум вiдображень, якi є лiнiйними по частинi змiнних i анти-
лiнiйними по рештi змiнних. У данiй роботi встановлено аналог основної
теореми для симетричних ∗-полiномiв вiд двох комплексних змiнних.

Теорема 1. Кожен симетричний ∗-полiном вiд двох комплексних змiн-
них можна подати у виглядi алгебраїчної комбiнацiї елементарних си-
метричних ∗-полiномiв σ10(x, y) = x + y, σ01(x, y) = x̄ + ȳ, σ20(x, y) =
xy, σ02(x, y) = x̄ȳ, σ11(x, y) = xȳ + x̄y.

Оцiнки групи вiдхилень аналiтичних функцiй

Веремiй М. А.
Схiдноєвропейський нацiональний унiверситет iменi Лесi Українки

Гаєвський М. В.
Кiровоградський державний педагогiчний унiверситет

iменi Володимира Винниченка
mgaevskij@gmail.com

Введемо такi позначення: D = {z ∈ C : |z| < 1}, f(z) =
∑∞
k=0 akz

k, z ∈
D — розклад в ряд Тейлора-Маклорена аналiтичної в крузi D функцiї,
Sn(f, z) =

∑n
k=0 akz

k — частинна сума її ряду Тейлора-Маклорена.

Розглянемо множину H∞ аналiтичних в D функцiй з нормою ‖f‖H∞ =
supz∈D |f(z)| <∞. Нехай далi {ψ(k)} — послiдовнiсть комплексних чисел
така, що |ψ(k)| 6= 0, k ∈ N i limk→∞ ψ(k) = 0. Позначимо через Hψ

∞ клас
функцiй з H∞ для яких

∑∞
k=1

1
ψ(k)akz

k, z ∈ D є рядом Тейлора функцiї
fψ ∈ H∞.

В роботi дослiджуються сильнi середнi Валле Пуссена
(

1
n

2n−1∑
k=n

|f(z) −

Sk(f ; z)|p
) 1
p

. Цi величини на рiзних класах функцiй вивчались, наприклад,
у роботах [1] та [2].

Справедливе наступне твердження.

Теорема 1. Нехай послiдовнiсть ψ(k) задовольняє умови |ψ(k)| 6= 0,
limk→∞ ψ(k) = 0 та Vn(ψ) :=

∑∞
k=n sup

k≤m
|ψ(m) − ψ(m + 1)| < ∞, тодi
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для довiльної функцiї f ∈ Hψ
∞ та будь-якого n ∈ N справедлива нерiвнiсть

sup
z∈D

( 1

n

2n−1∑
k=n

|f(z)− Sk(f ; z)|p
) 1
p ≤

≤ Kp

(
Vn(ψ) + max

n≤j<2n

(
(j + 1) sup

j≤k
|ψ(k)− ψ(k + 1)|

))
En(fψ),

де En(fψ) — найкраще наближення функцiї fψ алгебраїчними полiнома-
ми порядку не вище n в просторi H∞, Kp – деяка абсолютна стала, що
залежить вiд p.

[1] Степанец А.И. Скорость сходимости группы отклонений на множествах ψ-
интегралов // Укр.мат.журн., 51:12 (1999), С.1673–1693.

[2] Гаєвський М.В., Задерей П.В. Оцiнки групи ϕ-вiдхилень аналiтичних фун-
кцiй // Збiрник праць Iнституту математики НАН України. Т.12, №:4 Тео-
рiя наближення функцiй та сумiжнi питання. – Київ: Iн-т математики НАН
України, 2015., C. 156–166.

Про вiдображення кулi фiксованої кратностi

Виговська I. Ю.
Iнститут математики НАН України, Київ

vkirinata@gmail.com

Доля Д. С.
Iнститут математики НАН України, Київ

dasha.dolja@mail.ru

Хайджаа Кхудхаир Дакхiл
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

В доповiдi дослiджуються неперервнi вiдображення постiйної кратно-
стi.

Теорема 1. В класi неперервних вiдображень замкнутої кулi Bn n-
вимiрного евклiдового простору Rn в себе, таких, що обмеження вiдобра-
ження на межу кулi є гомеоморфiзмом, iснує вiдображення для якого
кожна точка y ∈ int Bn має рiвно 2m − 1 прообрази, де m – фiксоване
натуральне число.
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Ортопроекцiйнi поперечники класiв
(ψ, β)-диференцiйовних перiодичних функцiй

Власик Г. М.
Iнститут математики НАН України

annawlasik@gmail.com

У доповiдi основна увага зосереджена на встановленнi точних за поряд-
ком оцiнок ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p перiодичних фун-
кцiй однiєї змiнної у просторi Lq [1, с. 25]. Зазначимо, що у випадку
ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, k ∈ Z \ {0}, вони спiвпадають з класами Вейля-
Надя W r

β,p (див., наприклад, [1, с. 25]).
Через Ψ позначимо множину додатних i незростаючих послiдовностей

ψ(τ), τ ∈ N, таких, що ψ(τ)
ψ(2τ) ≤ C, де C > 0 деяка абсолютна стала.

Нехай Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, – простiр вимiрних 2π-перiодичних функцiй f зi
стандартною нормою. Розглянемо для f ∈ Lq апроксимативнi характери-
стики:

d⊥m(Lψβ,p, Lq) = inf
{uj}mj=1

sup
f∈Lψβ,p

∥∥∥∥f − m∑
j=1

(f, uj)uj

∥∥∥∥
q

, (1)

dBm(Lψβ,p, Lq) = inf
G∈Lm(B)q

sup
f∈Lψβ,p∩D(G)

∥∥∥∥f −Gf∥∥∥∥
q

, (2)

де {uj}mj=1 — ортонормована система функцiй uj ∈ L∞, j = 1,m, (f, uj) =

1
2π

π∫
−π

f(x)uj(x)dx, uj — функцiї комплексно-спряженi до uj ; Lm(B)q — мно-

жина лiнiйних операторiв G таких, що їх область визначення D(G) мiстить
всi тригонометричнi полiноми, а область значення мiститься в пiдпросторi
Lq розмiрностi m; iснує число B ≥ 1 i для всiх k виконується нерiвнiсть
‖Geikx‖2 ≤ B.

Величину (1) називають ортопроекцiйним поперечником (В. М. Темля-
ков, 1982 р.). Зазначимо, що з означення величин (1) i (2) слiдує спiввiд-
ношення dBm(Lψβ,p, Lq) ≤ d⊥m(Lψβ,p, Lq).
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Теорема 1. Нехай 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6∈ {(1, 1), (∞,∞)}, ψ ∈ Ψ, β ∈ R.
Тодi справедливi порядковi оцiнки

dBm(Lψβ,p, Lq) � d
⊥
m(Lψβ,p, Lq) � ψ(m).

Теорема 2. Нехай 1 < p < q < ∞, ψ ∈ Ψ, β ∈ R i, крiм того, iснує таке
ε > 0, що послiдовнiсть ψ(τ)τ1/p−1/q+ε, τ ∈ N, не зростає. Тодi

dBm(Lψβ,p, Lq) � d
⊥
m(Lψβ,p, Lq) � ψ(m)m1/p−1/q.

Зауваження 3. Для класiв W r
β,p вiдповiднi до теорем 1 i 2 твердження

було встановлено В. М. Темляковим (див., наприклад, [2, с. 54]).

[1] А. И. Степанец, Классификация и приближение периодических функций, —
К.: Наук. думка, 1987 — 268 с.

[2] V. N. Temlyakov, Approximation of periodic functions, — New York: Nova Sci.
Publ. Inc., 1993 — 419 p.

Задача з багатоточковими умовами для рiвняння,
однорiдного за порядком диференцiювання

Волянська I. I.
Нацiональний унiверситет „Львiвська полiтехнiка“

i.volyanska@i.ua

Iлькiв В. С.
Нацiональний унiверситет„Львiвська полiтехнiка“

ilkivv@i.ua

Симотюк М. М.
IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

quaternion@ukr.net

Використовуємо такi позначення: Π(T ) = {(t, x) ∈ R2 : t ∈ (0;T ), x ∈ R},
T > 0, Eα,β , α, β ≥ 0, — простiр таких функцiй ϕ ∈ L2(R), для яких є
скiнченною норма [1]

‖ϕ‖Eα,β =

√
1

2π

∫ +∞

−∞
(1 + |ξ|)2α exp(2β|ξ|)|ϕ̃(ξ)|2dξ,
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де ϕ̃(ξ) — перетворення Фур’є функцiї ϕ(x).
У смузi Π(T ) для рiвняння

∂nu(t, x)

∂tn
+

n−1∑
j=0

bn−j
∂nu(t, x)

∂tj∂xn−j
= 0, (t, x) ∈ Π(T ), (1)

де bj ∈ C, j = 1, . . . , n, розглядаємо задачу з багатоточковими умовами

u
(
(j − 1)t0, x

)
= ϕj(x), j = 1, . . . , n, 0 < t0 ≤ T/(n− 1), x ∈ R. (2)

Для задачi (1), (2) встановлено умови коректної розв’язностi у класах
функцiй C2([0;T ];Eα,β). Отриманi результати є продовженням дослiджень
працi [2] на випадок багатоточкової задачi для рiвняння з частинними по-
хiдними високого порядку у необмеженiй (за просторовою змiнною) смузi.

[1] Дубинский Ю.А. Алгебра псевдодифференциальных операторов с аналити-
ческими символами и ее приложения к математической физике // УМН. –
1982. – Т. 37, вып. 5 (227). – C. 97—137.

[2] Волянська I.I., Iлькiв В.С. Умови розв’язностi триточкової задачi для ди-
ференцiального рiвняння з частинними похiдними у двовимiрному цилiндрi
// Збiрник праць IМ НАН України. – 2015. – Т. 12, №2. – С. 74–100.

Деякi геометричнi кривi у сенсi d-вiдрiзка

Галущак С. I.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

sv.halushchak@ukr.net

Доповiдь присвячено побудовi деяких геометричних кривих, базуючись
на їх метричних iнварiантах. А саме, у метричних просторах (R2, d1) та
(R2, d∞) побудовано елiпс та гiперболу у сенсi d-вiдрiзка [1]. Також зро-
блено узагальнення щодо побудови елiпсiв у заданих метричних просторах
при повертаннi їх фокальної осi.

Замiнюючи в означеннi опуклих множин звичайнi лiнiйнi вiдрiзки на
d-вiдрiзки приходимо до iдеї d-опуклих множин. Основнi результати про
d-опуклi множини та їх властивостi подано у [1] та [2]. У доповiдi будуть
наведенi деякi приклади d-опуклих та слабко опуклих множин [3].

Доповiдь базується на спiльнiй роботi з Шарином С. В.
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[2] V. Boltjanskij, H. Martini, P. Soltan, Excursions into Combinatorial Geometry,
Springer-Verlag, 1997.

[3] P. Maragos, R. W. Schafer, M. A. Butt, Mathematical Morphology and Its Appli-
cation to Image and Signal Processing, Kluwer Academic Publishers, 1996.

Наближення функцiй багатовимiрними неперервними
дробами

Гоєнко Н. П.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я.С. Пiдстригача НАН України
hoyenko@gmail.com

Кучмiнська Х. Й.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я.С. Пiдстригача НАН України
khkuchminska@gmail.com

Розвивати аналiтичнi функцiї у багатовимiрнi неперервнi дроби, такi
як: гiллястi неперервнi дроби, гiллястi неперервнi дроби з нерiвнозначни-
ми змiнними, двовимiрнi неперервнi дроби можна як використовуючи iн-
терполяцiю, так i вiдповiдностi послiдовностi наближень таких дробiв до
формальних багатовимiрних степеневих рядiв [1].

Для вiдношення спецiальних гiпергеометричних функцiй використову-
ємо метод типу Вiсковатова i рекурентнi спiввiдношення для цих функцiй.
Зокрема, рiвномiрну збiжнiсть розвинення функцiї Лаурiчелли-Сарана
FS(a1, a2, b1, b2, b3; c; z1, z2, z3) у багатовимiрний неперервний дрiб дослi-
джено у деяких областях i при певних умовах на параметри функцiї [2].

Оцiнки збiжностi для наближень двовимiрних неперервних дробiв та-
кож отримано, якщо елементи дробу задовольняють умови типу Ворпi-
цького [3].
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[1] Д. I. Боднар, Х. Й. Кучмiнська, Багатовимiрнi узагальнення g− дробiв, Мат.
методи та фiз.-мех. поля, 51 (2) (2007), 34–41.

[2] Н. Гоєнко, Т. Антонова, С. Ракiнцев, Апроксимацiя гiпергеометричних фун-
кцiй Лаурiчелли–Сарана FS гiллястими ланцюговими дробами, Математи-
чний вiсник НТШ, 8 (2011), 28–42.

[3] Х. Й. Кучмiнська, Межовi версiї теореми Ворпiцького для двовимiрних не-
перервних дробiв, Укр. мат. журн., 66 (8) (2014), 1106–1116.

Застосування симетричних полiномiв до аналiтичних
автоморфiзмiв банахового простору

Голубчак О. М.
Iвано-Франкiвський коледж Львiвського нацiонального

аграрного унiверситету
oleggol@ukr.net

Нехай X — комплексний банахiв простiр. Аналiтичне вiдображення
F : X → X називається аналiтичним автоморфiзмом, якщо F — бiєктив-
не i F−1 — аналiтичне. Прикладом аналiтичного автоморфiзму можуть
бути iн’єктивнi аналiтичнi вiдображення трикутного вигляду у просторi з
базисом Pk(x) (див. [1]). Зауважимо, що у нескiнченновимiрному випадку
трикутнi автоморфiзми не завжди iн’єктивнi.

В доповiдi буде розглянуто дослiдження трикутних аналiтичних авто-
морфiзмiв за допомогою симетричних аналiтичних полiномiв.

[1] Голубчак О. М. Гiльбертовий простiр симетричних функцiй на `1 // Мате-
матичнi методи та фiзико-механiчнi поля. – 2011. – Т.54, №3. – С. 49–52.
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Проблема часонезворотностi тахiонових кiнематик

Грушка Я. I.
Iнститут математики НАН України, м. Київ.

grushka@imath.kiev.ua

З метою побудови нового математичного апарату для розв’язання шо-
стої проблеми Гiльберта в роботах [1, 2] було створено теорiю мiнливих
множин. В роботi [3] на базi теорiї мiнливих множин було побудовано новий
клас математичних об’єктiв — унiверсальнi кiнематики, якi призначенi для
математичного моделювання еволюцiї фiзичних систем в рамках рiзних
законiв кiнематики. Унiверсальнi кiнематики являють собою математичнi
об’єкти, в яких мiнливi множини оснащенi рiзноманiтними геометрични-
ми та топологiчними структурами, а саме, метричними, топологiчними,
лiнiйними, банаховими, гiльбертовими та iншими просторами, i в яких за-
дано певне унiверсальне перетворення координат (тобто таке перетворення
координат, яке визначається лише геометрично-часовим положенням ма-
терiального об’єкта i не залежить вiд iнших його фiзичних властивостей).
Надалi користуватимемось системою понять i позначень, прийнятою в ро-
ботi [3].

Означення 1. Нехай, F — унiверсальна кiнематика.

1. Будемо говорити, що система вiдлiку m ∈ Lk (F) є часододатною
в F вiдносно системи вiдлiку l ∈ Lk (F) (позначення m ⇑+

F l), якщо для
довiльних w1,w2 ∈ Mk (l) з умов bs (w1) = bs (w2) i tm (w1) <l tm (w2)
випливає нерiвнiсть, tm ([m← l] w1) <m tm ([m← l] w2).

2. Унiверсальну кiнематику F будемо називати слабко часопози-
тивною, якщо iснує хоч одна система вiдлiку l0 ∈ Lk (F) така, що для
довiльної системи вiдлiку l ∈ Lk (F) має мiсце спiввiдношення l0 ⇑+

F l.

Будемо говорити, що унiверсальна кiнематика F є безумовно часо-
незворотною, якщо в цiй кiнематицi не iснує потенцiйної можливостi
послiдовно “перескакуючи” з однiєї системи вiдлiку до iншої потрапити у
власне минуле. З огляду на громiздкiсть, математично строге означення
безумовної часонезворотностi тут опущене.

Теорема 2. Будь-яка слабко часопозитивна унiверсальна кiнематика F
є безумовно часонезворотною.
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Теорема 2 дає змогу проаналiзувати на часонезворотнiсть тахiоно-
вi кiнематики, побудованi на основi узагальнених перетворень Лоренца–
Пуанкаре в сенсi E.Recami, якi дозволяють надсвiтловий рух для iнерцiй-
них систем вiдлiку. Зокрема доведено iснування безумовно часонезворо-
тної унiверсальної кiнематики, перетворення координат якої є пiдмножи-
ною узагальнених перетворень Лоренца–Пуанкаре в сенсi E.Recami i яка
допускає для iнерцiйних систем вiдлiку рух з довiльною швидкiстю, вiд-
мiнною вiд швидкостi свiтла.

[1] Ya.I. Grushka. Abstract concept of changeable set. Preprint arXiv:1207.3751v1,
(2012).

[2] Я.I. Грушка.Мiнливi множини та їх застосування для побудови кiнемати-
ки тахiонiв. Працi Iн-ту математики НАНУ. 11, (1), (2014), 192-227.

[3] Грушка Я.I. Кiнематичнi мiнливi множини iз заданим унiверсальним пе-
ретворенням координат. // Працi Iн-ту математики НАНУ. – 12. – N 1 –
2015. – С. 74-118.

Застосування гiперкомплексних моногенних функцiй в
крайовiй задачi типу задачi у змiщеннях плоскої теорiї

пружностi

Грищук С. В.
Iнститут математики НАН України, м. Київ

serhii.gryshchuk@gmail.com, gryshchuk@imath.kiev.ua

Розглянемо комутативну алгебру B над полем комплексних чисел, що мi-
стить базис {e1, e2}: (e2

1 + e2
2)2 = 0, e2

1 + e2
2 6= 0. Нехай D — область в

xOy, Dζ := {xe1 + ye2 : (x, y) ∈ D} ⊂ B. Кажемо, що B-значна фун-
кцiя Φ: Dζ −→ B, Φ(ζ) = U1 e1 + U2 ie1 + U3 e2 + U4 ie2, ζ = xe1 + ye2,
Uk = Uk(x, y) : D −→ R, k = 1, 4, є моногенною в Dζ , тодi i тiльки тодi,
коли Φ має класичну похiдну в кожнiй точцi Dζ . Кожна Uk, k = 1, 4, є
бiгармонiчною функцiєю в D.

Задача зi знаходження пружньої рiвноваги для iзотропного тiла, гео-
метрично зображуваного областю D, за заданими граничними значеннями
на ∂D частинних похiдних ∂u

∂v ,
∂v
∂y для змiщень u, v, еквiвалентна крайовiй

задачi для моногенних функцiй, що полягає у знаходженнi Φ за заданими
граничними значеннями U1 та U4.

73



[1] Gryshchuk S.V. B-valued monogenic functions and their applications to
boundary value problems in displacements of 2-D Elasticity, ArXiv preprint
/arXiv:1601.01626v1 [math.AP]/, (2016), 12 pages.

Елементи вiкiвського числення на просторах
регулярних узагальнених функцiй аналiзу бiлого шуму

Левi

Дирiв М. М.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

mashadyriv@ukr.net

Так званий гауссiвський аналiз бiлого шуму, тобто пов’язаний з гауссiв-
ськими випадковими процесами аналiз на просторах основних, квадрати-
чно iнтегровних за гауссiвською мiрою i узагальнених функцiй нескiнченої
кiлькостi змiнних (див., наприклад, [1]), має численнi застосування у су-
часнiй математицi. Однак у багатьох задачах стохастичного аналiзу, мате-
матичної фiзики та функцiонального аналiзу природним чином виникають
не лише гауссiвськi випадковi процеси, тому iснує необхiднiсть у побудо-
вi аналогiв аналiзу бiлого шуму для негауссiвських процесiв i вiдповiдних
ймовiрнiсних мiр.

Одними iз тих, що найбiльш широко застосовуються зараз, є так званi
процеси Левi (випадковi процеси зi стацiонарними незалежними прироста-
ми, див. детальнiше, наприклад, [2]). Головною проблемою при побудовi
аналiзу бiлого шуму Левi є вiдсутнiсть у процесiв Левi (крiм вiнерiвсько-
го та пуассонiвського) так званої властивостi хаотичного розкладу (тобто
можливостi представити довiльну квадратично iнтегровну випадкову вели-
чину у виглядi ряду з повторних стохастичних iнтегралiв вiд невипадкових
функцiй), яка грає ключову роль при побудовi гауссiвського аналiзу бiлого
шуму.

Iснують рiзнi пiдходи до побудови аналiзу бiлого шуму Левi, якi ґрун-
туються на рiзних аналогах властивостi хаотичного розкладу. Один з пiд-
ходiв, запропонований Є. В. Литвиновим [3], ґрунтується на розкладi ква-
дратично iнтегровних за мiрою бiлого шуму Левi функцiй (випадкових
величин) у ряди зi спецiальним чином побудованих ортогональних фун-
кцiй, подiбно до розкладу за полiномами Ермiта у гауссiвському аналiзi.
Цей пiдхiд на сьогоднi є одним з найбiльш цiкавих та перспективних з
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точки зору застосувань. Отже, розбудова аналiзу бiлого шуму Левi з ви-
користанням щойно згаданого пiдходу i, зокрема, розбудова так званого
вiкiвського числення (теорiї, що вивчає природнi аналоги поточкового до-
бутку (так званий вiкiвський добуток) i голоморфних функцiй (так званi
вiкiвськi версiї голоморфних функцiй) на просторах основних i узагальне-
них функцiй нескiнченої кiлькостi змiнних) у його термiнах, є важливою
та актуальною задачею.

За аналогiєю з [4] ми вводимо та вивчаємо вiкiвський добуток та вiкiв-
ськi версiї голоморфних функцiй на просторах регулярних узагальнених
функцiй аналiзу бiлого шуму Левi, розглядаємо основнi теореми вiкiвсько-
го числення, а також зв’язок мiж операторами стохастичного диференцi-
ювання [5] та вiкiвським численням. Це є необхiдним для подальшої роз-
будови вiкiвського числення i дає можливiсть розширити на аналiз бiлого
шуму Левi та поглибити вiдповiднi результати гауссiвського аналiзу бiлого
шуму.

[1] Hida T., Kuo H. H., Potthoff J., Streit L. White Noise. An Infinite Dimensional
Calculus, Kluwer, Dordrecht, 1993.

[2] Bertoin J. Lévy Processes, Cambridge University Press, Cambridge, 1996.

[3] Lytvynov E.W. Orthogonal decompositions for Lévy processes with an application
to the gamma, Pascal, and Meixner processes, Infinite Dimensional Analysis,
Quantum Probability and Related Topics Vol. 6, (1) (2003), 73–102.

[4] Кachanovsky N. A., An extended stochastic integral and a Wick calculus on
parametrized Kondratiev-type spaces of Meixner white noise, Infinite Dimensi-
onal Analysis, Quantum Probability and Related Topics Vol. 11, (4) (2008),
541–564.

[5] Dyriv M.M., Kachanovsky N.A. On operators of stochastic differentiation on
spaces of regular test and generalized functions of Lévy white noise analysis,
Carpathian Mathematical Publications Vol. 6, (2) (2014), 212–229.
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Деякi властивостi гiллястих ланцюгових дробiв
спецiального вигляду

Дмитришин Р. I.
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dmytryshynr@hotmail.com

Встановленню рiзних властивостей гiллястих ланцюгових дробiв (ГЛД)
спецiального вигляду присвяченi роботи [1], де дослiджуються ГЛД з дiй-
сними додатними i комплексними елементами, [3] — 1-перiодичнi ГЛД спе-
цiального вигляду, [2] — функцiональнi ГЛД з нерiвнозначними змiнними
i ГЛД спецiального вигляду з комплексними змiнними, [4] — додатно ви-
значенi ГЛД спецiального вигляду.

Встановлено, що за певних умов значення пiдхiдних дробiв додатно ви-
значеного ГЛД спецiального вигляду

Φ0 +
1

b01 + z01 − Φ1 +

−a2
02

b02 + z02 − Φ2 +

−a2
03

b03 + z03 − Φ3 +
. . . ,

Φp =
1

b1p + z1p +

−a2
2p

b2p + z2p +

−a2
3p

b3p + z3p +
. . . , p ≥ 0,

де ars, r ≥ 0, s ≥ 0, r 6= 1, r + s ≥ 2, brs, r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1, —
комплекснi сталi, zrs, r ≥ 0, s ≥ 0, r+s ≥ 1, — комплекснi змiннi, належать
деякому кругу. Крiм того, дослiджено рiвномiрну збiжнiсть ГЛД, який є
частинним випадком додатно визначеного ГЛД спецiального вигляду, в
деякiй обмеженiй параболiчнiй областi.

[1] Антонова Т.М., Боднар Д.I. Областi збiжностi гiллястих ланцюгових дро-
бiв спецiального вигляду, Теорiя наближення функцiй та її застосування.
Працi IМ НАН України, 31 (2000), 19–32.

[2] Баран О.Є. Деякi областi збiжностi гiллястих ланцюгових дробiв спецi-
ального вигляду, Карпатськi математичнi публiкацiї, 5 (1) (2013), 4—13.

[3] Боднар Д.I., Бубняк М.М. Про збiжнiсть 1-перiодичного гiллястого ланцю-
гового дробу спецiального вигляду, Математичний вiсник НТШ, (8) (2011),
5–16.

[4] Dmytryshyn R.I. Positive definite branched continued fractions of special form,
Carpathian Mathematical Publications, 5 (2) (2013), 225—230.

76



Достатнi умови iснування кутової υ-щiльностi нулiв
цiлої функцiї нульового порядку
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Позначимо через L клас додатних, неспадних, необмежених, неперерв-
но диференцiйовних на R+ функцiй υ таких, що rυ′(r)/υ(r) → 0 при
r → +∞; H0(υ) – клас цiлих функцiй f нульового порядку, для яких
0 < lim

r→+∞
n(r, 0, f)/υ(r) < +∞; n(r, α, β) – кiлькiсть нулiв f ∈ H0(υ) в

секторi {z : |z| ≤ r, α ≤ arg z < β}, 0 ≤ α < β < 2π; F (z) = zf ′(z)/f(z) –
логарифмiчну похiдну f ; ck(r, F ) – її коефiцiєнти Фур’є; Cα0 – сiм’ю мно-
жин E ⊂ C, якi можна покрити послiдовнiстю кругiв {z : |z − zj | < rj},
j = 1, 2, . . . таких, що

∑
|zj |≤r

rαj = o(rα), r → +∞, 0 < α ≤ 2; Eδ – сiм’ю

вимiрних множин G ⊂ R+ таких, що lim
r→+∞

mes(G ∩ [0, r])/r ≤ δ, 0 ≤ δ < 1.

Будемо говорити, що нулi функцiї f ∈ H0(υ) мають кутову υ-щiльнiсть,
якщо для всiх α i β, що не належать деякiй не бiльш нiж злiченнiй множинi
з [0, 2π], iснує границя

∆(α, β) : = lim
r→+∞

n(r, α, β)/υ(r).

Якщо υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i нулi f мають кутову υ-щiльнiсть, то ([1])

1) iснує множина E ∈ Cα0 , 1 < α ≤ 2, така, що

F (reiϕ) = ∆υ(r) + o(υ(r)), r → +∞, z = reiϕ /∈ E;

2) iснує множина D ∈ E0 така, що для всiх k ∈ Z iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )/υ(r) = ∆, lim
r→+∞,r /∈D

ck(r, F )/υ(r) = 0, k 6= 0;

3) iснує множина G ∈ Eδ, 0 < δ < 1, така, що для довiльного p ∈ [1,+∞)∥∥F (reiϕ)− n(r)
∥∥
p

= o(υ(r)), r → +∞, r /∈ G.

Нами будуть видiленi пiдкласи цiлих функцiй f класу H0(υ), для яких
з виконання однiєї з умов 1)-3) випливатиме iснування кутової υ-щiльностi
нулiв f .
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[1] Заболоцький М. В., Мостова М. Р. Логарифмiчна похiдна i кутова щiль-
нiсть нулiв цiлої функцiї нульового порядку, Укр. мат. журн., 66 (4) (2014),
473–481.

Операцiя згортки на спектрах алгебр
блочно-симетричних аналiтичних функцiй
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Розглянемо простiр X 2 = ⊕`1C2 елементами якого є вектори
(
x
y

)
=((

x1

y1

)
, . . . ,

(
xm
ym

)
, . . .

)
, де

(
x
y

)
∈ C2. Позначимо через Pvs(X 2)

алгебру блочно-симетричних полiномiв на X 2, Hbvs(X 2) — алгебру блочно-
симетричних аналiтичних функцiй обмеженого типу на X 2.

У роботах [1], [2] було введено поняття оператора симетричної та муль-
типлiкативної згортки на спектрах алгебр симетричних аналiтичних фун-
кцiй. У роботi [3] було введено поняття оператора симетричної згортки на
спектрах алгебр блочно-симетричних полiномiв.

У доповiдi буде розгядатися поняття мультиплiкативного зсуву для
елементiв простору X 2 i мультиплiкативної згорки на спектрi алгебри
Hbvs(X 2) та доведено деякi їхнi властивостi.

[1] I. Chernega, P. Galindo, A. Zagorodnyuk, The convolution operation on the
spectra of algebras of symmetric analytic function, J. Math. Anal. Appl., 395
(2012), 569–577.
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[2] I. Chernega, P. Galindo, A. Zagorodnyuk, A multiplicative convolution on the
spectra of algebras of symmetric analytic functions, Rev. Mat. Complut., 27
(2014), 575–585.

[3] В.В. Кравцiв, Алгебри блочно-симетричних полiномiв: твiрнi елементи та
оператор зсуву, Математичний вiсник НТШ, 8 (2011), 107–121.

Дослiдження регулярностi за Аренсом
⊗n

s,π A
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Нехай A – комплексна банахова алгебра. Hb(A) – алгебра Фреше ана-
лiтичних функцiй на A, якi є обмеженими на обмежених пiдмножинах.
Бiлiнiйне вiдображення B(x, y) називається регулярним за Аренсом, якщо
limα,β B(xα, yβ) = limβ,αB(xα, yβ).

Якщо на A кожне B(x, y) є регулярним за Аренсом, то алгебра назива-
ється регулярною за Аренсом. На проективному тензорному cтепенi

⊗n
π A

iснує натуральне множення, таке, що
⊗n

π A є банаховою алгеброю. Симе-
тричний тензорний добуток

⊗n
s,π A є замкненим пiдпростором у

⊗n
π A, а,

отже, є банаховою алгеброю.

Теорема 1. Нехай (xα), (yβ) є n-полiномiально збiжнi напрямлено-
стi в A∗∗ такi, що для довiльного P ∈ P(nA) виконується умова
limα,β P (xαyβ) 6= limβ,α P (xαyβ). Тодi

⊗n
s,π A не є регулярним за Аренсом.

Дослiдимо питання регулярностi за Аренсом передспряженого простору
до алгебри Hb(A), використовуючи операцiю “мультиплiкативної” згортки
(спосiб побудови передспряженого простору описаний у [1], детальнiше про
“мультиплiкативну” згортку див. [3]).

Лема 2. Передспряжений простiр до Hb(A) є банаховою алгеброю вiдно-
сно операцiй “?” i “+”.
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Теорема 3. Нехай (xα), (yβ) є n-полiномiально збiжнi напрямленостi та-
кi, що для довiльного P ∈ P(nA) виконується

lim
α,β

P (xαyβ) 6= lim
β,α

P (xαyβ), (1)

тодi для кожного n ∈ N передспряжений простiр до Hb(A) не є регуляр-
ним за Аренсом.

[1] P. Galindo, D. Garcia, M. Maestre, Entire functions of bounded type on Fresher
spaces , Math. Nachr., 161 (1986), 25–40.

[2] O. Taras, A. Zagorodnyuk, A generalization of the Arens extension for Banach
algebras, Indagationes Mathematicae, 26 (2) (2015), 324–328.

Про розв’язнiсть нелокальної крайової задачi для
диференцiально-операторного рiвняння зi слабкою

нелiнiйнiстю у комплекcнiй областi
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В областi Dp = [0, T ] × Sp, де S ⊂ C\{0}, T > 0, p ≥ 2, розгля-
нуто нелокальну крайову задачу для диференцiально-операторного рiв-
няння з нелiнiйною правою частиною та оператором диференцiювання
B = (B1, . . . , Bp), де Bj ≡ zj∂/∂zj , j = 1, . . . , p, який дiє на функцiї прос-
торових комплексних змiнних (z1, . . . , zp),∑

|ŝ|≤n

aŝB
s ∂

s0u

∂ts0
= εf(u), (1)

µ
∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

= 0, m = 0, 1, . . . , n− 1, (2)
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де ŝ = (s0, s), s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+, |ŝ| = s0 +s1 + . . .+sp, as0,s —комплекснi
коефiцiєнти (an,0 = 1), ε—комплексний параметр, u—шукана функцiя.

За допомогою iтерацiйної схеми Неша-Мозера встановлено умови
розв’язностi задачi (1), (2) у шкалi {Hq}q∈R просторiв функцiй багатьох
комплексних змiнних

Hq =
{
u(t, z) =

∑
k̂∈Zp+1

uk̂ e
τ(k0)t zk : ‖u‖2q =

∑
k̂∈Zp+1

k̆2q|uk̂|
2 < +∞

}
,

де k̂ = (k0, k1, . . . , kp), k̆ =
√

1 + k2
0 + k2

1 + . . .+ k2
p, τ(k0) =

lnµ

T
+
i 2πk0

T
.

Найбiльш важливим моментом у цiй схемi є отримання оцiнок норм
обернених лiнеризованих операторiв, що виникають у кожнiй iтерацiї алго-
ритму, i основна труднiсть, яка з цим пов’язана — це їх дiагональнi елемен-
ти, якi можуть бути як завгодно малими. Для подолання проблеми малих
знаменникiв використано метричний пiдхiд. Саме тому розв’язки задачi
знайдено не на множинi всiх параметрiв задачi, а на множинi тих параме-
трiв, для яких власнi значення лiнеризованих операторiв не є близькими
до нуля.

Наближення класiв W r
βH

α бiгармонiйними iнтегралами
Пуассона

Кальчук I. В.
Схiдноєвропейський нацiональний унiверситет iменi Лесi Українки

kalchuk_i@ukr.net

Харкевич Ю. I.
Схiдноєвропейський нацiональний унiверситет iменi Лесi Українки

Нехай C — простiр 2π-перiодичних неперервних функцiй, у якому нор-
ма задається за допомогою рiвностi ‖f‖C = max

t
|f(t)|; L∞ — простiр

2π-перiодичних вимiрних суттєво обмежених функцiй з нормою ‖f‖∞ =
ess sup

t
|f(t)|; L — простiр 2π-перiодичних сумовних на перiодi функцiй, в

якому норма задається рiвнiстю ‖f‖L = ‖f‖1 =
π∫
−π
|f(t)|dt.
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Нехай f ∈ L i S[f ] = a0

2 +
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) — ряд Фур’є функцiї

f . Нехай r > 0 i β — фiксоване дiйсне число. Якщо ряд
∞∑
k=1

kr
(
ak cos

(
kx+

βπ

2

)
+ bk sin

(
kx+

βπ

2

))
є рядом Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ L, то цю функцiю називають (r, β)–
похiдною функцiї f(x) i позначають через frβ . Множину усiх функцiй f(x),
котрi задовольняють таку умову, позначають через W r

β . Такi класи були
введенi Б. Надем [1] i функцiю frβ прийнято називати (r, β)–похiдною в
розумiннi Вейля–Надя.

Якщо f(x) ∈ W r
β i, крiм того, ‖frβ(·)‖∞ ≤ 1, то кажуть, що f(x) нале-

жить класу W r
β,∞. У випадку β = r класи W r

β,∞ спiвпадають з класами
Соболєва W r

∞. Якщо f ∈ W r
β , i при цьому frβ ∈ Hα, тобто frβ задовольняє

умову Лiпшиця порядку α: |frβ(x+h)−frβ(x)| ≤ |h|α, 0 < α ≤ 1, то кажуть,
що f належить до класу W r

βH
α. При α = 0 вважають, що W r

βH
0 = W r

β,∞.

Нехай f ∈ L. Величину виду

Bδ(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(t+ x)
{1

2
+

∞∑
k=1

(
1 +

k

2

(
1− e− 2

δ

))
e−

k
δ cos kt

}
dt, δ > 0,

називають бiгармонiйним iнтегралом Пуассона функцiї f .
В данiй роботi вивчається асимптотична поведiнка при δ →∞ величин

E(W r
βH

α;Bδ)C = sup
f∈W r

βH
α

‖f(x)−Bδ(f, x)‖C . (1)

Для бiгармонiйного iнтеграла Пуассона введемо функцiю

τ(u) =

{
(1− [1 + δ

2 (1− e− 2
δ )u]e−u)δr, 0 ≤ u ≤ 1

δ ,

(1− [1 + δ
2 (1− e− 2

δ )u]e−u)u−r, u ≥ 1
δ .

Теорема 1. При r > 0, 0 ≤ α < 1, r + α ≤ 2 i δ → ∞ має мiсце
асимптотична рiвнiсть

E(W r
βH

α;Bδ)C =
θ(α)

δr+α
A(α, τ) +O

(
1

δ1+r
+

1

δ2

)
,

2α−1 ≤ θ(α) ≤ 1,

де величина A(α, τ) означена спiввiдношенням

A(α, τ) =
1

π

∞∫
−∞

|t|α
∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

τ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣∣∣ dt
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i для неї справедлива оцiнка

A(α, τ) =

{
O(1), r + α < 2,
O(ln δ), r + α = 2.

[1] Nagy B. Über gewise extremalfragen bei transformierten trigonometrischen
entwicklungen,I. //Periodischer Fall, Berichte der math. phys. KL. Akademie.
zu — Leipzig, 1938. — 90. — С. 103–134.
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Let Π(T ) = {(t, x) ∈ R2 : t ∈ (0;T ), x ∈ R}, T > 0. Let us denote by Eα,β ,
α, β ≥ 0, the space of functions ϕ ∈ L2(R) with the finite norm [1]

‖ϕ‖Eα,β =

√
1

2π

∫ +∞

−∞
(1 + |ξ|)2α exp(2β|ξ|)|ϕ̃(ξ)|2dξ,

where ϕ̃(ξ) is the Fourier transform of function ϕ(x).
In the domain Π(T ) we study the next problem

∂2u(t, x)

∂t2
+ a1

∂2u(t, x)

∂t∂x
+ a2

∂2u(t, x)

∂x2
= 0, a1, a2 ∈ C, (1)
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∫ T

0

u(t, x)dt = ϕ1(x),

∫ T

0

tu(t, x)dt = ϕ2(x), x ∈ R. (2)

Assuming that the real parts of roots of the polynomial λ2 + ia1λ − a2 are
nonzero and different, the correctness of the problem (1), (2) in the spaces of
functions C2([0;T ];Eα,β) is establish. This result continue the research of the
work [2] in the case of the integral problem in the unlimited strip.

[1] Dubinskii Yu. A. The algebra of pseudodifferential operators with analytic symbols
and its applications to mathematical physics // Russian Mathematical Surveys (1982),
37(5): 109–153.

[2] Kalenyuk P., Nytrebych Z. Generalized scheme of separation of variables. Differential-
symbol method. – Lviv, Publishing House of Lviv Polytechnic National University, 2002.

Про стабiльнi берiвськi класи

Карлова О. О.
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Maslenizza.ua@gmail.com

Символом C(X,Y ) позначається клас усiх неперервних вiдображень
мiж X та Y . Послiдовнiсть (fn)∞n=1 вiдображень fn : X → Y стабiльно
збiгається до вiдображення f : X → Y на просторi X (позначається це
так: fn

st−→ f), якщо для кожного x ∈ X iснує n0 ∈ N, таке, що fn(x) = f(x)

для всiх n ≥ n0. Якщо A ⊆ Y X , то символом A
st

ми позначаємо множину
всiх стабiльних границь послiдовностей вiдображень з множини A.

Визначимо стабiльнi берiвськi класи так: нехай Bst
0 (X,Y ) = C(X,Y ) i

для всiх α ∈ [1, ω1) покладемо Bst
α (X,Y ) =

⋃
β<α

Bst
β (X,Y )

st
.

Дiйснозначнi функцiї першого стабiльного класу Бера на топологiчно-
му просторi X природно виникають як цiкавий пiдклас класу функцiй,
якi є рiзницями нарiвнеперервних [2, 3], а також в задачах про берiвську
класифiкацiю iнтегралiв, залежних вiд параметра [5] i задачах про компо-
зицiю берiвських функцiй [4]. Функцiї вищих стабiльних берiвських класiв
були введенi i вивчалися в [6, 7]. Характеризацiя функцiй першого ста-
бiльного класу, якi визначенi на досконалому паракомпактному спадково
берiвському просторi з властивiстю Прейса-Симона i набувають значень у
лiнiйно зв’язних просторах зi спецiальними властивостями продовження,
була встановлена в [1].
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Топологiчний простiр Y назвемо склеювачем для простору X i позна-
чимо це Y ∈ Ad(X), якщо для довiльних двох неперетинних функцiональ-
но замкнених множин A та B в X i довiльних неперервних вiдображень
f, g : X → Y iснує неперервне вiдображення h : X → Y , таке, що h|A = f |A
i h|B = f |B . Простiр Y ми називаємо абсолютним склеювачем для кла-
су C топологiчних просторiв i позначаємо Y ∈ AAd(C), якщо Y ∈ Ad(X)
для довiльного X ∈ C. У випадку, коли Y є склеювачем для довiльного
простору X, ми будемо позначати цей факт Y ∈ AAd.

Нехай E – пiдпростiр топологiчного простору Y . Пара (Y,E) є ∗-
склеювачем для простору X (це позначається (Y,E) ∈ Ad∗(X)), якщо
iснує така точка y∗ ∈ E, що для довiльного неперервного вiдображен-
ня f : X → Y i довiльних двох неперетинних функцiонально замкнених
множин A та B в X з умовою f(A) ⊆ E, iснує неперервне вiдображен-
ня h : X → Y , таке, що h|A = f |A i h|B = y∗. Простiр Y ми називаємо
σ-склеювачем для X, якщо iснує покриття (Yn : n ∈ N) простору Y фун-
кцiонально замкненими пiдпросторами Yn, такими, що (Y, Yn) ∈ Ad∗(X)
для кожного n.

Назвемо простiр X маловимiрним, якщо кожна його точка має базу
вiдкритих околiв з дискретною межею.

Теорема 1. Нехай Y – топологiчний простiр. Тодi: 1) Y є абсолютним
склеювачем для класу сильно нульвимiрних просторiв; 2) Y є абсолютним
склеювачем для класу маловимiрних компактiв, якщо Y – лiнiйно зв’я-
зний; 3) Y ∈ AAd в тому i тiльки тому випадку, коли Y – стягуванний.

Теорема 2. Нехай X, Y – топологiчнi простори, α ∈ [1, ω1) i нехай β = α
у випадку α < ω0, i β = α + 1 у випадку α ≥ ω0. Для вiдображення
f : X → Y розглянемо умови: (i) f ∈ Bst

α (X,Y ); (ii) iснують зростаюча
послiдовнiсть (Xn)∞n=1 множин функцiонально мультиплiкативних кла-
сiв < β та послiдовнiсть (fn)∞n=1 вiдображень fn ∈ Bst

<α(X,Y ), такi, що

X =
∞⋃
n=1

Xn i fn|Xn = f |Xn для кожного n ∈ N; (iii) iснують розбиття

(Xn : n ∈ N) простору X функцiонально двостороннiми множинами Xn

класу β та послiдовнiсть неперервних вiдображень fn : X → Y , такi, що
fn|Xn = f |Xn для кожного n ∈ N.

Тодi (i) ⇐ (ii) ⇒ (iii). Якщо простiр Y має функцiонально замкнену
дiагональ, то (i)⇒ (ii).

Якщо виконується одна з умов: (a) Y – склеювач для X, або (b) Y –
лiнiйно зв’язний σ-склеювач для X, то (iii)⇒ (ii).

Теорема 3. В класi монотонних функцiй справджуються рiвностi

Bst
1 (R,R) = Bst

2 (R,R) = · · · = Bst
α (R,R) = . . . .
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Denote C∗ = C\{0}.

Означення 1. Let q ∈ C∗, 0 < |q| < 1. A meromorphic function f in C∗ is
said to be p-loxodromic of multiplicator q if there exists p ∈ C∗, p 6= 1,
such that for every z ∈ C∗

f(qz) = pf(z). (1)

Denote the class of p-loxodromic functions of multiplicator q by Lqp. The
set Lqp with fixed p forms an Abelian group with respect to addition.

The case p = 1 has been already studied. The meromorphic in C∗ function
f satisfying (1) for every z ∈ C∗ with p = 1 is called loxodromic. Loxodromic
functions of multiplicator q form a field, which we denote by Lq. The theory
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of loxodromic functions is well known due to the works of O. Rausenberger,
G. Valiron, Y. Hellegouarch.

If f ∈ Lqp and a is a zero of f, then aqn, n ∈ Z, are as well. That is,
in the case of non-positive q the zeros of f lay on a logarithmic spiral. Let
a = |a|eiα, q = |q|eiγ . Then the logarithmic spiral in polar coordinates (r, ϕ)
takes the form

log r − log |a| = k(ϕ− α),

where k = log |q|
γ . The same concerns the poles of f.

The set Lqp forms a linear space over the fields C and Lq.

Твердження 2. The linear space Lqp has the following properties:

1. The map D : f(z) 7→ zf ′(z) maps Lqp to Lqp.

2. The map Dl : f(z) 7→ z f
′(z)
f(z) maps Lqp to Lq.

3. f(z) ∈ Lqp ⇒ f( 1
z ) ∈ Lq 1

p
.

Двостороннi iнтегральнi нерiвностi з багатьма
незалежними змiнними

Копач М. I.
ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя

Стефаника”
kopachm2009@gmail.com

Для iнтегральних рiвнянь вигляду

x(t) = f(t) +

t∫
a

K(t, s, x(s), x(s))ds (1)

встановленi теореми про двостороннi оцiнки розв’язкiв, коли K(t, s, p, q)
пiдпорядковано деяким слабкiшим за iзотоннiсть щодо p та антитоннiсть
щодо q умовам за припущення про немонотоннiсть k(t, s, x) ≡ K(t, s, x, x)
щодо x, де t, s ∈ [a, b], a 6 b, a, b, t, s ∈ RN , RN – N -вимiрний евклiдiв
простiр.

Тут нерiвнiсть a 6 b означає, що a = (a1, . . . , aN ), b = (b1, . . . , bN ),
−∞ < ai 6 bi <∞.
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Iнакше кажучи, рiвняння (1) можна подати у виглядi

x(t1, . . . , tN ) = f(t1, . . . , tN )+

+

t1∫
a1

. . .

tN∫
aN

K(t1, . . . , tN , s1, . . . , sN , x(s1, . . . , sN ), x(s1, . . . , sN ))ds1 . . . dsN

(ai 6 ti 6 si 6 bi, i = 1, N, ai, bi −−дiйснi числа).

Вiдзначимо, що випадок монотонностi щодо x функцiї k(t, s, x) i N = 1
розлянутий в [1], а немонотонностi щодо x функцiї k(t, s, x) при монотонно
неспаднiй щодо p i незрозтаючiй щодо q функцiї K(t, s, p, q) розглянутий в
[2]. Зазначенi дослiдження iз [2] поширенi в [3] на випадок N > 1.

[1] Бондаренко В.А. Интегральные неравенства для уравнения Вольтерра в
банаховом пространстве с конусом, Мат.заметки, 9 (3) (1971), 151–160.

[2] Курпель Н.С., Шувар Б.А. Двусторонные операторные неравенства и их
применения, Киев: Наук. думка, 1980, 267 с.

[3] Шувар Б.А., Копач М.И. О двусторонних интегральных неравенствах со
многоими независимыми переменными, Укр.мат.журнал, 33 (6) (1984), 848
– 853.
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Аналоги принципу Бiркгофа-Тарського про нерухому
точку
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Шувар Б. А.
Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”

Теорема про нерухому точку монотонного оператора, яка належить
А. Тарському (див., напр., [1]) i вiдома також як принцип Бiркгофа-
Тарського, узагальнена М.С. Курпелем [2] на випадок рiвняння з гетеро-
тонним оператором вигляду

x = T (x, x).

Надалi вважатимемо, що E – повна структура. Наступнi два твердже-
ння є аналогами теореми А. Тарського для рiвняння

x = Fx, (1)

коли оператор F можна подати у виглядi Fx = T (x, x).

Твердження 1. Нехай:

1) оператор F має властивiсть лiвосторонньої лiпшицiєвостi, тобто
iснує лiнiйний додатнiй щодо w оператор A1(y, z)w, для якого з нерiвностi
y 6 z випливає нерiвнiсть

−A1(z, y)(z − y) 6 Fz − Fy,

89



причому оператор A1(y, z)w, не спадає щодо y, не зростає щодо z при
w > θ, де θ – нульовий елемент в E, i оператори

F1(u, v) = −A1(v, u)(v − u) + Fu,

F2(u, v) = A1(u, v)(u− v) + Fu

дiють з E × E в E;

2) якщо система рiвнянь

y = −A1(z, y)(z − y) + Fy,

z = A1(z, y)(z − y) + Fz

має роз’язок (y, z), то (y, y) та (z, z) також є роз’язками цiєї системи.

Тодi iснує принаймi один розв’язок рiвняння (1).

Твердження 2. Нехай:

1) iснує правостороннiй оператор Лiпшиця A2(y, z)w, лiнiйний дода-
тнiй щодо w, неспадний щодо y, незростаючий щодо z. для якого з нерiв-
ностi y 6 z випливає нерiвнiсть

Fz − Fy 6 A2(z, y)(z − y),

причому оператори

F3(u, v) = −A2(v, u)(v − u) + Fu,

F4(u, v) = A2(u, v)(u− v) + Fu

дiють з з E × E в E;

2) якщо iснує розв’язок (y, z) системи

y = −A2(z, y)(z − y) + Fz,

z = A1(z, y)(z − y) + Fz,

то (y, y) та (z, z) також є роз’язками цiєї системи.

Тодi iснує принаймi один розв’язок рiвняння (1).

90



[1] Вулих Б.З. Введение в теорию полуупорядоченных пространств, М.: Фи-
зматгиз, 1961, 407 с.

[2] Курпель Н.С., Шувар Б.А. Об одном обобщении теоремы А. Тарского о
неподвижной точке, Изв.вуз. Математика, 192 (5) (1984), 135 – 137.

Про першу українську математичну публiкацiю

Кузь А. М.
IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

kuz.anton87@gmail.com

Симотюк М. М.
IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

quaternion@ukr.net

Феник М. Т.
IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

У сiчнi 1894 року Володимир Левицький, на той час 22-рiчний сту-
дент Львiвського унiверситету, подав до „Записок НТШ“ працю [1] „Про
симетричнi вираженя з вартостий функциї mod-m“, а в лютому 1894 року
подав її переклад польською мовою [2] до часопису „Prace Matematyczno-
Fizyczne“, що вийшов 1895 р. у Варшавi. Стаття [1] стала першою фаховою
публiкацiєю з математики, написаною українською мовою [3, 7, 6, 4, 5].
Дослiдження, викладенi у [1, 2], В.Левицький виконав пiд керiвництвом
професора Юзефа Пузини i пiзнiше подав як частину докторського прое-
кту (див. [4]).

Нехай Ckm, 1 ≤ k ≤ m, — кiлькiсть k-елементних пiдмножин множини
з m елементiв; ε1, . . . , εm — рiзнi коренi m-го степеня з 1. Для функцiї f ,
аналiтичної в крузi {z ∈ C : |z| < R}, через Hk(f, z,m), k ≤ m, позначимо

Hk(f, z,m) =

∑
1≤i1<...<ik≤m

f(zεi1) · . . . · f(zεik)

Ckm
. (1)

У статтi [1] розв’язано такi питання:
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1) для випадку, коли функцiя f є многочленом, наведено констру-
ктивний спосiб побудови виразiв Hk(f, z,m), 1 ≤ k ≤ m; з’ясовано,
якими мають бути числа k, m i степiнь многочлена f , щоб функцiя
Hk(f, z,m) була сталою; доведено, що коли f — многочлен, а функцiї
H1(f, z,m), . . . ,Hk(f, z,m) є сталими, то

Hk+1(f, z,m), . . . ,Hm(f, z,m)

можна виразити через деякi (m − k − 1) значень f(zε1), . . . , f(zεm) (при
цьому використано формули Ньютона, якi дозволяють виразити основнi
симетричнi многочлени через степеневi суми).

2) для випадку, коли аналiтична функцiя f(z) є вiдмiнною вiд много-
члена, отримано зображення для функцiй Hk(f, z,m), 1 ≤ k ≤ m, у ви-
глядi рядiв, i дослiджено питання про iснування границь lim

m→∞
Hk(f, z,m),

1 ≤ k ≤ m. Для обчислення цих граничних значень застосовано теорiю
лишкiв, започатковану О.Кошi.

Доповiдь присвячено iсторiї зародження української математичної тер-
мiнологiї, а також обговоренню результатiв [1, 2], їх зв’язку з теорiєю кри-
вих сталої ширини, геометричним означенням гармонiчної функцiї [8, 9].

Дослiдження пiдтриманi ДФФД України (проект № 65/4–2015).
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Denote C∗ = C\{0}. Let ω1, ω2 be complex numbers such that Imω2

ω1
> 0.

Definition 1. A meromorphic function g in C is called p-elliptic, if there
exists p ∈ C∗, p 6= 1, such that for every u ∈ C

g(u+ ω1) = g(u), g(u+ ω2) = pg(u).

Denote the class of p-elliptic functions by Ep. If p = 1 we obtain the classical
theory of elliptic functions, which are well known due to the works of K. Jacobi,
N. Abel, K. Weierstrass.

We generalize the elliptic Weierstrass ℘-function

℘(u) =
1

u2
+
∑
ω 6=0

(
1

(u− ω)2
− 1

ω2

)
,

where ω = mω1 + nω2, m, n ∈ Z. The proposed generalized function will be a
p-elliptic function.

Let p = eiα, p 6= 1. Consider the function

gα(u) =
1

u2
+
∑
ω 6=0

(
einα

(u− ω)2
− einα

ω2

)
.

Definition 2. The function

℘α(u) = gα(u) + Cα,

where

Cα =
gα

(ω2

2

)
− eiαgα

(
−ω2

2

)
eiα − 1

,

is called generalized the Weierstrass ℘-function.
Theorem. Generalized the Weierstrass ℘-function ℘α belongs to Ep with

p = eiα 6= 1.
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Нехай функцiя f мероморфна в замиканнi пiвсмуги S = {s = σ + it :
σ > 0, 0 < t < 2π}, не має нi нулiв, нi полюсiв на ∂S, i, крiм того,
f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.

Через {sj} позначимо послiдовнiсть нулiв функцiї f в S, sj = σj + itj ,
через {pj} - послiдовнiсть її полюсiв в S.

Через S∗ позначимо смугу S з розрiзами {τσj + itj : τ ≥ 1}, {τRepj +
iImpj : τ ≥ 1}. Нехай s0 ∈ S∗ i вибране деяке значення log f(s0). Покладемо

log f(s) =

s∫
s0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ + log f(s0), (1)

де iнтеграл береться по деякому шляху в S∗ ∪ ∂S i не залежить вiд шляху
iнтeгрування.

Таким чином,
argf = Im log f,

де log f визначений спiввiдношенням (1).

Розглянемо iнтегральнi середнi

A(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

argf(σ + it)dt.

Твердження 1. Нехай функцiя f мероморфна в S, не має в ньому нi
уявних нулiв, нi уявних полюсiв i f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0. Тодi

A(σ, f) = A(0, f), σ > 0.
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Given two metric spaces (X, dX) and (Y, dY ), let us recall that a map f :
X → Y is said to be Lipschitz if there exists a real constant C ≥ 0 such that
dY (f(x), f(y)) ≤ CdX(x, y) for all x, y ∈ X.

Let X and Y are Banach spaces. A linear operator u : X → Y is p-summing
for 1 ≤ p ≤ ∞ precisely when there is a constant C ≥ 0 such that for x1, ·, xn ∈
X and regardless of the natural number n, we have( n∑

i=1

‖uxi‖p
) 1
p ≤ C sup

x∗∈BX∗

( n∑
i=1

|x∗(xi)|p
) 1
p

We consider a natural non linear version of p-summing operator which
are named Lipschitz p-summing operators. The notion of Lipschitz p-summing
operators was introduced by J. D. Farmer and W. B. Johnson in [1]. Suppose
X and Y are metric spaces and 1 ≤ p ≤ ∞. A Lipschitz map T : X → Y is
Lipschitz p-summing if there is a constant C such that for all (xi), (yi) in X
and all positive reals ai, we have(∑

ai‖Txi − Tyi‖p
)
≤ Cp sup

f∈B
X]

∑
ai|f(xi)− f(yi)|p,

where B]X is the unit ball of X], X] is the space of all real valued Lipschitz
function and ‖x− y‖ is the distance from x to y in Y.

In this report we show what results about p-summing operators and Li-
pschitz functions have analogues for Lipschitz p-summing operators.

[1] J. D. Farmer and W. B. Johnson, Lipschitz p-summing operators, Proc. Amer.
Math. Soc., 137 (9) (2009), 2989–2995.
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Множина D(f) точок розриву нарiзно неперервних вiдображень f та їх
аналогiв зi значеннями в прямiй Зорґенфрея L вивчалася в працях [1, 2].
Зокрема, в [2] були встановленi такi результати.

Теорема 1. Нехай X – топологiчний простiр, у якому кожна точка має
зв’язний окiл, Y – довiльний топологiчний простiр. Тодi кожне нарiзно
неперервне вiдображення f : X × Y → L є неперервним за сукупнiстю
змiнних.

Теорема 2. Для довiльної точки a ∈ L i довiльної пiдмножини
B рацiональної прямої Q iснує таке нарiзно неперервне вiдображення
f : L×Q→ L, що D(f) = {a} ×B.

Виникає природне питання про опис множин D(f) для нарiзно непе-
рервних вiдображень f : L×Q→ L. Тут ми подаємо новi результати на-
ших дослiджень у цьому напрямку.

Теорема 3. Нехай X – топологiчний простiр, Y – топологiчний простiр,
що задовольняє першу аксiому злiченностi i f : X × Y → L – нарiзно не-
перервне вiдображення. Тодi для кожного y ∈ Y множина

Dy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ D(f)}

є першої категорiї в X.

Зауважимо, що ранiше подiбнi результати були встановленi для вiдобра-
жень зi значеннями в метризовних чи сильно σ-метризовних просторах, а
пряма Зорґенфрея L не є навiть σ-метризовним простором.

Теорему 2 доповнює розв’язання ще однiєї оберненої задачi.
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Теорема 4. Нехай A – Fσ-множина першої категорiї на прямiй Зорґен-
фрея L i b ∈ Q. Тодi iснує нарiзно неперервне вiдображення f : L×Q→ L,
таке, що D(f) = A× {b}.

Побудова використовує наступний опис вiдкритих множин в L. Ми ка-
жемо, що промiжок I = (a, b) прилягає до промiжку J = [c, d), якщо b = c.
Так само промiжок I = [a, b) прилягає до промiжку J = [c, d), якщо b = c
або a = d.

Теорема 5. Нехай G – вiдкрита пiдмножина прямої Зорґенфрея L. Тодi
iснує така не бiльш, нiж злiченна диз’юнктна система I непорожнiх
промiжкiв I = (a, b) або [a, b), кожний з яких не прилягає до iншого, що

G =
⊔
I =

⊔
I∈I

I.

Якщо I та J – такi диз’юнктнi системи непорожнiх промiжкiв виду
(a, b) чи [a, b), кожний з яких не прилягає до iншого i

G =
⊔
I =

⊔
J ,

то I = J .

[1] В.К. Маслюченко, О.I. Фiлiпчук, Iстотнiсть σ-метризовностi в резуль-
татах про сукупну неперервнiсть KC-функцiй, Мiжнар. конф., присв. 125
рiчн. вiд нар. Ганса Гана. Чернiвцi, 27 червня – 3 липня 2004 р. Тези допо-
вiдей. Чернiвцi: Рута, (2004), 65–66.

[2] В.К. Маслюченко, О.Д. Мироник, Пряма Зорґенфрея та нарiзно неперервнi
вiдображення, Буков. мат. журн. (2014), 2 (1), 59–68.
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Добре вiдомо [1, с. 105], що для нормального простору X, неперервної
зверху функцiї g : X → R i неперервної знизу функцiї h : X → R, та-
ких, що g(x) ≤ h(x) на X, iснує така неперервна функцiя f : X → R, що
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на X. Це твердження, яке для метричних просторiв до-
вiв ще Г. Ган [2], називають теоремою про промiжну функцiю. Г. Тонґ [3] i
М. Катетов [4] узагальнили результат Гана на випадок нормальних просто-
рiв i показали, що теорема про промiжну функцiю є характеристичною для
нормальностi у класi T1-просторiв. Пiсля цього з‘явилося багато модифiка-
цiй i узагальнень цiєї теореми (див. [5] i вказану там лiтературу). Недавно
в [6] був знайдений новий аналог теореми про промiжну функцiю: для зро-
стаючої неперервної зверху функцiї g : [a, b]→ R i зростаючої неперервної
знизу функцiї h : [a, b] → R, таких, що g(x) ≤ h(x) на [a, b] iснує така зро-
стаюча неперервна функцiя f : [a, b]→ mathbbR, що g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на
[a, b]. У зв‘язку з цим постало природне питання: для яких ще властиво-
стей функцiй, крiм зростання, можна встановити подiбнi аналоги теореми
про промiжну функцiю. Тут ми обговорюємо рiзнi аналоги теореми про
промiжну функцiю для опуклих функцiй.

Нагадаємо, що функцiя f : E → R, яка визначена на опуклiй пiдмно-
жинi E деякого дiйсного векторного простору X називається опуклою або
опуклою вниз, якщо для довiльних елементiв x1 i x2 з E i будь-яких ска-
лярiв λ1 i λ2 ≥ 0, таких, що λ1 + λ2 = 1, виконується нерiвнiсть

f(λ1x1 + λ2x2) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2).

Якщо завжди виконується протилежна нерiвнiсть ≥, то функцiя називає-
ться вгнутою або опуклою вгору. Легко перевiрити, що функцiя f : E → R
буде опуклою /вгнутою/ тодi i тiльки тодi, коли її строгий надграфiк

Gr+(f) = {(x, y) : x ∈ E i y > f(x)}
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/строгий пiдграфiк

Gr−(f) = {(x, y) : x ∈ E i y < f(x)}/

буде опуклою множиною в добутку X×R. Функцiя f : X → R називається
афiнною, якщо iснує такий лiнiйний функцiонал ϕ : X → R, що

f(x) = ϕ(x) + γ

на X для деякого числа γ ∈ R. Афiнна функцiя на множинi E — це зву-
ження на E деякої афiнної функцiї на X.

Наступне твердження зводить питання про iснування промiжної афiн-
ної функцiї до теореми про вiдокремлення опуклих множин.

Теорема 1. Нехай X — дiйсний векторний простiр, E — опукла мно-
жина в X, g : E → R — вгнута i h : E → R — опукла функцiї, такi,
що g(x) ≤ h(x) на E. Тодi для того щоб iснувала така афiнна функцiя
f : E → R, що g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на E, необхiдно i досить, щоб множини
A = Gr−(g) i B = Gr+(h) вiдокремлювались деякою гiперплощиною в до-
бутку X ×R. Якщо до того ж X — це топологiчний векторний простiр
i внутрiшнiсть множини E непорожня, то для iснування неперервної
афiнної функцiї f : E → R, такої, що g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на E необхiдно i
досить, щоб множини A i B вiдокремлювались замкненою гiперплощиною
в X × R.

Звiдси, використавши теорему про вiдокремлення опуклої вiдкритої i
опуклої множин [7, с. 23], отримуємо такий результат.

Теорема 2. Нехай E — вiдкрита опукла множина в дiйсному топологi-
чному векторному просторi X, g : E → R — неперервна вгнута функцiя,
h : E → R — опукла функцiя, такi, що g(x) ≤ h(x) на E. Тодi iснує така
неперервна афiнна функцiя f : E → R, що g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на E.

В математичнiй енциклопедiї [8, ст. 797] твердиться, що довiльнi диз’юн-
ктнi опуклi множини у дiйсному векторному просторi вiдокремлюються де-
якою гiперплощиною. Звiдси можна отримати вiдповiдний результат про
iснування афiнної промiжної функцiї для вгнутої i опуклої функцiй g i h,
заданих на довiльнiй опуклiй множинi. Є ще теорема про вiдокремлення
опуклих множин, в якiй використовується поняття C-внутрiшньої точки
[9, с. 446], яку тут теж можна використати.

[1] Энгелькинг Р. Общая топология. — М.: Мир, 1986. — 752 с.
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В доповiдi розглядається самоспряжений оператор Шредiнгера, що дiє
у просторi L2(R) за формулою

Tq = − d2

dx2
+ q,

у якiй q є безвiдбивним потенцiалом спецiальної конструкцiї. Цей потенцiал
q ми будуємо наступним чином. Нехай H – сепарабельний нескiнченнови-
мiрний гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (· | ·) i нормою ‖ · ‖, а
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K : H → H – обмежений додатний оператор з простим спектром. По-
значимо через ρ циклiчний вектор оператора K, який належить областi
визначення оператора K−1/2. Можна довести, що тодi iснує єдиний обме-
жений додатний оператор Γ : H → H, для якого

KΓ + ΓK = (· | ρ)ρ.

Задамо потенцiал q формулою

q(x) = −4‖K1/2exK(e2xK + Γ)−1ρ‖2, x ∈ R. (1)

Основним результатом у доповiдi є наступна теорема:

Теорема 1. Нехай q задано формулою (1), тодi

1) потенцiал q є безвiдбивним i ‖q‖∞ ≤ 2‖K‖;

2) оператор Tq унiтарно еквiвалентний прямiй сумi T0 ⊕ (−K2), де T0

– незбурений оператор Шредiнгера.
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Чисельнi методи розв’язування нелiнiйних
iнтегральних рiвнянь Вольтерра другого роду

Ментинський С. М.
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omp@lp.edu.ua

Пелех Я. М.
Нацiональний унiверситет «Львiвська полiтехнiка»

omp@lp.edu.ua

Задачi будiвельної механiки, електротехнiки, автоматичного управлiн-
ня, хiмiчної кiнетики, багатовимiрної оптимiзацiї i т.д. приводять до не-
обхiдностi розв’язування нелiнiйних iнтегральних рiвнянь. Використання
наближених методiв, що базуються на неперервних дробах, при виконан-
нi певних умов, дає високу швидкiсть збiжностi алгоритмiв, двостороннi i
монотоннi наближення.

Розглянемо нелiнiйне iнтегральне рiвняння Вольтерра

f (x) =

x∫
a

F [x, y, f (y)] dy, x ∈ IL, (1)

де F [x, y, f (y)] – достатньо гладка функцiя в областi

Ω = {(x, y, f) : y ≤ x; y, x ∈ IL, |f | < C} .

Роздiлимо iнтервал IL : [a, b] на N частин довжини h = b−a
N i позначимо

xi+1 = a+ ih (i = 0, 1, . . . ), fi = f (xi), причому f (1) = 0 . Використовуючи
апарат ланцюгових дробiв та iдею побудови методiв Рунге-Кутта, набли-
жений розв’язок рiвняння (1) шукаємо у виглядi

Y
[k,l]
2 =

c0,0
k−1∑
i=0

di,0 +
dk,0

1+
. . .

+
dk,l−1

1+dk,l

, (2)

де
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c0,0 = hδ1, d0,0 = 1, d1,0 = δ2
δ1
,

d2,0 =
δ1δ3+δ2

2

δ2
1

, d1,1 =
d2,0

d1,0
, (δ1, δ2 6= 0) ,

δi =
p∑
j=1

aijkj , kj = F

[
a+ αjh, a+ βjh, h

j−1∑
m=0

γjmkm

]
, γj0 = 0.

(3)

Випишемо, як приклад, два конкретних набори коефiцiєнтiв для методу
другого порядку точностi:

1). α1 = 0, α2 = 1, β1 = 0, β2 = 1
2 , γ21 = 12, a11 = 1, a12 = 0, a21 = 1,

a22 = −1;

2). α1 = 1, α2 = 1, β1 = 0, β2 = 1, γ21 = 1, a11 = 3
4 , a12 = 1

4 , a21 = 3
4 ,

a22 = − 3
4 ;

а також два конкретнi набори параметрiв для методу третього порядку
точностi:

А) α1 = α3 = 1, α2 = 0, β1 = 0, β2 = 1, β3 = 2
3 , γ21 = 1, γ31 = 4

9 , γ32 = 2
9 ,

a11 = 1, a12 = 0, a13 = 0, a21 = 3
4 , a22 = 0, a23 = − 3

4 , a3i = 0, i = 1, 2, 3.

Б) α1 = 1
3 , α2 = α3 = 1, β1 = 0, β2 = 2

3 , β3 = 0, γ21 = 2
3 , γ31 = −1, γ32 = 1,

a11 = a12 = 0, a13 = 1, a21 = 0, a22 = − 3
4 , a23 = 3

4 , a3i = 0, i = 1, 2, 3.

Для знаходження чисельного розв’язку задачi (1) в наступних вузлових
точках застосуємо метод рухомого початку та формули (2)-(3).

Про одне питання З. Ґранде

Мироник В. I.
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

vadmyron@gmail.com

Михайлюк В. В.
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

vmykhaylyuk@ukr.net

Згiдно з класичною теоремою Скорца-Драгонi [1] функцiя f : [a, b] ×
[c, d] → R, вимiрна вiдносно першої змiнної i неперервна вiдносно другої
змiнної, за виключенням множини як завгодно малої мiри, є неперервною
за сукупнiстю змiнних. Зокрема, така функцiя є (L)−sup-вимiрною, тобто
такою, що для довiльної вимiрної функцiї ϕ[a, b]→ [c, d] функцiя f(x, ϕ(x))
є вимiрною. Дана властивiсть є важливою в теорiї диференцiальних рiв-
нянь Каратеодорi (дивись, наприклад, [2]) i розвивалася у багатьох на-
прямках (дивись [3] i вказану там лiтературу). У недавнiй статтi [4] було
встановлено такий результат
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Теорема 1. Нехай обмежена функцiя f : R2 → R задовольняє такi умови:

(1) для кожного x ∈ X вертикальний розрiз fx : R → R є квазiнепе-
рервним i напiвнеперервним зверху;

(2) iснує (злiченна) щiльна в R множина B така, що для кожного
y ∈ B горизонтальний розрiз fy : R→ R є вимiрним за Лебеґом.

Тодi функцiя f є (L)− sup-вимiрною.

У зв’язку з цим результатом в [4] було поставлено таке питання.

Питання 2 (Z. Grande, [4]). Нехай локально обмежена функцiя f : R2 → R
задовольняє умови (1) i (2) теореми 1. Чи iснує розв’язок Каратеодорi
задачi Кошi y′(x) = f(x, y(x)) з початковою умовою y(x0) = y0?

Наступний результат дає позитивну вiдповiдь на дане питання при де-
яких додаткових умовах.

Теорема 3. Нехай функцiя f : [a, b]× R→ R задовольняє такi умови:

(1) iснує множина A ⊆ [a, b] з µ(A) = b−a така, що для кожного x ∈ A
вертикальний розрiз fx : R → R є квазiнеперервним i напiвнеперервним
зверху;

(2) iснує всюди щiльна множина B ⊆ R така, що для кожного y ∈ B
горизонтальний розрiз fy : [a, b]→ R є вимiрним за Лебеґом;

(3) iснує iнтегровна за Лебеґом функцiя ϕ : [a, b] → R така, що
|f(x, y)| ≤ ϕ(x) для будь-яких (x, y) ∈ A× R;

(4) для кожного x ∈ A вертикальний розрiз fx : R → R є монотонно
зростаючим.

Тодi для довiльного y0 ∈ R iснує єдина максимальна абсолютно непе-

рервна функцiя z0 : [a, b]→ R така, що z0(x) = y0 +
x∫
a

f(t, z0(t))dµ(t)

Наступний приклад показує, що вiдповiдь на питання 2 залишається
негативною, навiть у випадку, коли функцiя f задовольняє властивiсть
Дарбу вiдносно другої змiнної.

Приклад 4. Iснує напiвнеперервна зверху квазiнеперервна функцiя Дарбу
f : R→ [−1, 1] така, що задача Кошi{

y′(x) = f(y(x)),
y(0) = 0,

не має розв’язкiв Каратеодорi.
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Унiверсальнiсть оператора композицiї на
функцiональних просторах

Можировська З. Г.
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Позначимо через Hbs(`p) алгебру Фреше симетричних цiлих функцiй
на `p, якi є обмеженими на обмежених пiдмножинах. Ця алгебра є попов-
ненням простору симетричних полiномiв на `p, яка надiлена рiвномiрною
топологiєю на обмежених пiдмножинах. В доповiдi розглядаються умови
унiверсальностi (гiперциклiчностi) ([1]) оператора композицiї на цiй алге-
брi Hbs(`p).

[1] K.-G. Grosse-Erdmann, Universal families and hypercyclic operators, Bull. Amer.
Math. Soc., 36 (1999), 345-381.
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Про ослаблену неперервнiсть оберненого вiдображення
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Результати про наявнiсть у оберненого вiдображення властивостей пря-
мого зустрiчаються в багатьох працях. Класичним результатом на цю тему
є теорема про неперервнiсть оберненої функцiї f−1 у неперервної бiєкцiї
f : R→ R. Те ж саме твердить класична теорема Банаха про обернений
оператор для лiнiйної неперервної бiєкцiї банахових просторiв. Звичай-
но, не всi властивостi прямого вiдображення автоматично переносяться
на обернене. Так, З. Ґранде i Т. Натканєц в [1] навели приклад квазiнепе-
рервної бiєкцiї f : [0, 1]→ [0, 1], для якої обернене вiдображення f−1 не має
властивостi Бера, а отже, не є клiковим i тим бiльше не є квазiнеперервним.

В цiй замiтцi буде розглянуто деякi ослаблення неперервностi на пре-
дмет наявностi у оберненого вiдображення властивостей прямого.

Нам будуть потрiбнi наступнi означення. Нехай X i Y – топологiчнi
простори. Вiдображення f : X → Y :

• квазiнеперервне у точцi x ∈ X, якщо для кожного околу V точки
f(x) в Y i для кожного околу U точки x вX iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ U i f(G) ⊆ V ;

• псевдоквазiнеперевне, якщо для довiльної вiдкритої непорожньої мно-
жини U в X та довiльної множини E в X, такої, що U ⊆ E iснує
вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i f(G) ⊆ f(E);

• ледь неперервне у точцi x ∈ X, якщо intf−1(V ) 6= ∅ для кожного
околу V точки f(x) в Y ;

• майже неперервне у точцi x ∈ X, якщо для будь-якого околу V
точки f(x) в Y iснує множина A в X, така, що x ∈ intA i f(A) ⊆ V ;

• майже квазiнеперервне у точцi x ∈ X, якщо для будь-яких околiв V
i U точок f(x) i x вiдповiдно в Y та X iснує множина A в X, така,
що intA 6= ∅, A ⊆ U i f(A) ⊆ V ;

• майже ледь неперервне у точцi x ∈ X, якщо intf−1(V ) 6= ∅ для
кожного околу V точки f(x) в Y ;
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• має слабку властивiсть Дарбу, якщо образ f(G) кожної областi G з
X є зв’язною множиною;

• перехiдним у точцi x ∈ X, якщо для кожного околу V точки f(x) в
Y iснують окiл U точки x в X i вiдкритий окiл W точки f(x) в Y ,
такi, що W ⊆ V i U ∩ f−1(frW ) = ∅.

Наступне твердження узагальнює результат з [1].

Твердження 1. Iснує квазiнеперервна бiєкцiя f : [0, 1]→ [0, 1], для якої
функцiя f−1 не є майже ледь неперервною.

Твердження 2. Iснує бiєктивна функцiя f : [0, 1] → [0, 1], яке майже
неперервна, але f−1 не є майже неперевною.

Твердження 3. Нехай X i Y – топологiчнi простори, f : X → Y –
квазiнеперервна бiєкцiя i f−1 – майже ледь неперервне вiдображення. Тодi
f−1 – майже квазiнеперервне вiдображення.

Твердження 4. Нехай X i Y – топологiчнi простори, f : X → Y –
майже квазiнеперервна бiєкцiя, f i f−1 – ледь неперервнi вiдображення.
Тодi f−1 – квазiнеперервне вiдображення.

В [1] було встановлено, що для бiєкцiї f : X → Y мiж метричними
просторами X та Y з умови, що f i f−1 – ледь неперервнi функцiї, ви-
пливає, що f i f−1 – клiковi. Наступне твердження є модифiкацiєю цього
результату.

Твердження 5. Нехай X i Y – топологiчнi простори, f : X → Y –
бiєкцiя, f i f−1 – ледь неперервнi вiдображення. Тодi вiдображення f i
f−1 псевдоквазiнеперервнi.

Твердження 6. Нехай X – топологiчний простiр, який задовольняє аксi-
ому T1 i f : X → R – бiєкцiя. Тодi f – перехiдна функцiя.

Умова того, що функцiя f в твердженнi 6 набуває значення в R, є iсто-
тною. Iснує бiєкцiя f : R2 → R2, яка не є перехiдною.

З твердження 6 випливає наступний результат.

Теорема 7. Нехай X – локально зв’язний простiр, який задовольняє аксi-
ому T1 i f : X → R – бiєкцiя, яка має слабку властивiсть Дарбу. Тодi f –
неперервне вiдображення.
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Функцiональна обернена задача наближення для
скiнченного числа пiдпросторiв у F -просторах та

лiнiйних нормованих просторах
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C. Н. Бернштейн у 1938 роцi довiв теорему про iснування неперервної
на вiдрiзку функцiї з наперед заданою послiдовнiстю величин її найкра-
щих рiвномiрних наближень алгебраїчними многочленами. В. К. Маслю-
ченко запропонував розглянути функцiональну обернену задачу наближе-
ння алгебраїчними многочленами. Г. А. Волошин i В. К. Маслюченко [1]
отримали iснування розв’язку цiєї задачi для випадку скiнченної кiлькостi
пiдпросторiв. Крiм того, цi ж автори [2] одержали аналог теореми Берн-
штейна для F -просторiв.

У данiй роботi, використовуючи методи праць [1] i [2], ми отримуємо
iснування розв’язку функцiональної оберненої задачi для скiнченної кiль-
костi пiдпросторiв для F -просторiв та лiнiйних нормованих просторiв.

Нехай X – F -простiр над полем дiйсних або комплексних чисел з ква-
зiнормою | · |. Число E(x, P ) := inf

{
|x− y|

∣∣y ∈ P} називається величиною
найкращого наближення елемента x ∈ X пiдпростором P ⊂ X.

Теорема 1. Нехай T – топологiчний простiр, n ∈ N, функцiї
{α1, · · · , αn} ⊂ C(T ) такi, що α1(t) ≥ · · · ≥ αn(t) ≥ 0 для всiх t ∈ T.
Нехай також X – F -простiр над полем дiйсних або комплексних чисел,
{X1, · · · , Xn} – набiр пiдпросторiв простору X i виконуються умови:

1) для кожного k ∈ {1, · · · , n} пiдпростiр Xk – чебишовська множина,
причому оператор найкращого наближення Rk : X → Xk є неперерв-
ним;
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2) iснує елемент e ∈ X\Xn, для якого функцiя [0,+∞) 3 λ 7→ E(λe,Xn)
строго зростає на [0,+∞) i E(λe,Xn)→ +∞ при λ→ +∞;

3) для кожного k ∈ {1, . . . , n − 1} iснує елемент ek+1 ∈ X\Xk такий,
що Xk+1 =л.о.(Xk ∪ {ek+1});

4) для всiх k ∈ {2, . . . , n} i всiх x ∈ X функцiя [0,+∞) 3 λ 7→
7→ E(x − Rkx + λek, Xk−1) строго зростає на [0,+∞) i прямує до
+∞ при λ→ +∞.

Тодi iснує така функцiя ϕ ∈ C(T,X), що

E(ϕ(t), Xk) = αk(t) для всiх t ∈ T i всiх k ∈ {1, . . . , n}. (1)

Наслiдок 2. Якщо X – F -простiр з обмеженими скiнченновимiрними
кулями, то теорема 1 залишається справедливою i в тому випадку, коли
умову 2) замiнити умовою 1’) dimX1 < +∞ i Xk – множина єдиностi
для всiх k ∈ {1, . . . , n}.

Теорема 3. Нехай X – лiнiйний нормований простiр, n ∈ N,
{Xk|1 ≤ k ≤ n} – набiр пiдпросторiв такий, що X1 ⊂ · · · ⊂ Xn ⊂ X,
причому включення Xn ⊂ X строге, i для всiх k ∈ {1, . . . , n} Xk – мно-
жина єдиностi, dimXk = k. Нехай також T – топологiчнiй простiр i
функцiї {α1, . . . , αn} ⊂ C(T ) такi, що α1(t) ≥ · · · ≥ αn(t) для всiх t ∈ T.
Тодi iснує функцiя ϕ ∈ C(T,X), що задовольняє спiввiдношення (1).

Для випадку, коли T = [0, 1] зi звичайною топологiєю, X = C[0, 1],
Xk – це пiдпростiр алгебраїчних многочленiв степеня не вище k − 1 при
k ≥ 1, теорема 3 отримана в роботi [1].

[1] Волошин Г. А., Маслюченко В. К., Функцiональне узагальнення однiєї тео-
реми Бернштейна // Мат. студiї. – 2010. – Т. 11, № 2. – С. 220–224.

[2] Волошин Г. А., Маслюченко В. К., Узагальнення однiєї теореми Бернштей-
на // Математичний вiсник НТШ. – 2009. – Т. 6. – С. 62–72.

109



Наближення iнтегралiв Пуассона сумами Фейєра

Новiков О. О.
Донбаський державний педагогiчний унiверситет

Ровенська О. Г.
Донбаський державний педагогiчний унiверситет

o.rovenskaya@mail.ru

Козаченко Ю. О.
Донбаський державний педагогiчний унiверситет

sgpi@slav.dn.ua

Позначимо [1] через Cqβ,∞, q ∈ (0; 1), β ∈ R, клас неперервних 2π–
перiодичних функцiй f(x), якi можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

ϕ(x+ t)P qβ (t) dt,

де P qβ (t) =
∞∑
k=1

qk cos(kt+ βπ
2 ) – ядро Пуассона, а для функцiї ϕ(x) виконано

умову
esssup|ϕ(x)| ≤ 1.

Задача наближення класiв интегралiв Пуассона лiнiйними методами
має богату iсторiю, пов’язану з iменами С.М. Нiкольського, С.Б. Стечкина,
А.I. Степанця [1], А.С. Сердюка та iнших.

Нехай Sn(f ;x) — суми Фур’є функцiї f ∈ L. Cуми Фейєра функцiї f ∈ L
задаються спiввiдношенням

σn(f ;x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f ;x).

Теорема 1. Нехай q ∈
(

0; 3

√
17/27 +

√
11/27 + 3

√
17/27−

√
11/27

]
. Тодi

для n→∞ має мiсце асимптотична формула

E(Cq0,∞, σn) = sup
f∈Cq0,∞

||f − σn(f)||C =
4

πn

(
q

(1 + q2)
+ arctgq

)
+O(1)

qn

n
,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n, q.
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[1] Степанец А.И. Приближение аналитических непрерывных функций. Мат.
сборник. — 2001. — T. 192, № 1. — C. 113—138.

Методи розв’язування задачi Кошi для звичайних
диференцiальних рiвнянь з оцiнкою головного члена

локальної похибки

Пелех Р. Я.
Проектно-конструкторське технологiчне бюро АСУ залiзничного

транспорту, м. Львiв

Пелех Я. М.
Нацiональний унiверситет «Львiвська полiтехнiка»

omp@lp.edu.ua

Багато прикладних задач, зокрема розрахунок напружено-
деформованого стану тонкостiнних елементiв конструкцiй в загальному
випадку зводяться до розв’язання нелiнiйних систем диференцiальних
рiвнянь. За певних умов навантаження або припущень дану систему
можна звести до системи звичайних диференцiальних рiвнянь першого
порядку:

y′ = f (x, y) , y (x0) = y0, x ∈ [x0, x0 + L] , (1)

де y(x) – дiйсний m-компонентний вектор, f – дiйсна векторна функцiя
залежної та незалежної змiнних, причому припускається, що функцiя f
володiє необхiдною для викладок гладкiстю.

Оскiльки точнi розв’язки дослiджуваних математичних моделей вда-
ється отримати лише в окремих випадках, то необхiдно використовувати
наближенi методи. При розв’язуваннi диференцiальних рiвнянь важливо,
щоб основнi властивостi розв’язку добре вiдображались наближеними ме-
тодами.

У зв’язку з вiдсутнiстю ефективного способу оцiнки похибки наближе-
них методiв, виникла необхiднiсть розробки i дослiдження двостороннiх
алгоритмiв.
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В даному повiдомленнi пропонуються двостороннi числовi алгоритми
першого та другого порядку точностi розв’язування задачi (1). Цi розра-
хунковi формули будуються так, щоб локальнi похибки схеми в кожнiй
вузловiй точцi мали вигляд:

y (xn+1)− yn+1 = ωhpKF (f) +O(hp+1),

де y(xn+1) i yn+1 - вiдповiдно точний i наближений розв’язок задачi(1), h-
крок iнтегрування, F (f) – деякий диференцiальний оператор, обчислений
в точцi (xn, yn), K – константа, – порядок точностi, ω- параметр двосто-
ронностi.

Зауважимо, що у запропонованих обчислювальних формулах можна
оцiнити значення F (f) без додаткових звертань до правої частини дифе-
ренцiального рiвнянь, що вигiдно вiдрiзняє цi схеми вiд вiдомих традицiй-
них двостороннiх

Максимально негельфандовi iдеали комутативної
областi Безу

Пiгура О. В.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв,

Україна
pihura.oksana@gmail.com

Всi розглядуванi кiльця є комутативними з одиницею i 1 6= 0.
Кiльце R назвемо гельфандовим, якщо для довiльної пари a, b ∈ R,

для якої виконується умова a + b = 1, iснують такi елементи r, s ∈ R, що
(1 + ar)(1 + bs) = 0. Елемент a ∈ R \ {0} комутативного кiльця R назвемо
гельфандовим, якщо фактор-кiльце R/aR є гельфандовим.

Iдеал I кiльця R назвемо гельфандовим iдеалом, якщо I мiстить хоча
б один гельфандовий елемент. У протилежному випадку iдеал I назвемо
негельфандовим.

Негельфандовий iдеал N назвемо максимально негельфандовим, якщо
для такого довiльного iдеалу I, що N ⊂ I, I 6= N , iснує гельфандовий
елемент a, який належить I.

Означення 1. Комутативну область Безу назвемо локально гельфандо-
вою, якщо вона мiстить єдиний максимальний негельфандовий iдеал.

Теорема 2. Комутативна область Безу зi скiнченною кiлькiстю макси-
мально негельфандових iдеалiв є кiльцем елементарних дiльникiв.
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Теорема 3. Комутативна область Безу R є областю з єдиним макси-
мальним негельфандовим iдеалом тодi i лише тодi, якщо для таких до-
вiльних a, b ∈ R, що aR+bR = R, один з елементiв a або b є гельфандовим.

Теорема 4. Комутативна область Безу R є локально гельфандовою то-
дi i лише тодi, коли для довiльного елемента a ∈ R або a або 1 − a є
гельфандовим елементом.

Теорема 5. Довiльна локально гельфандова область Безу є кiльцем еле-
ментарних дiльникiв.

[1] Kaplansky I. Commutative Rings. // Chicago and London: The University of
Chicago Press – 1974.

[2] Zabavsky B.V. Diagonal reduction of matrices over rings. // Mathematical Studi-
es, Monograph Series. 2012 vol XVI, VNTL Publishers, 2012, Lviv, P 251.

Logarithmic h−measure and entire Dirichlet series with
monotonous coefficients

Panchuk S. I.
Ivan Franko National University of L’viv, Ukraine

s.panchuk@lnu.edu.ua

Salo T. M.
National University “Lvivs’ka Politekhnika”, Ukraine

tetyan.salo@gmail.com

Skaskiv O. B.
Ivan Franko National University of L’viv, Ukraine

olskask@gmail.com

Let D be a class of entire Dirichlet series of the form F (z) =
+∞∑
n=0

ane
zλn ,

z ∈ C, where a sequence (λn) such that λn ∈ R (n ≥ 0), λn 6= λk for any n 6= k
and (∀n ≥ 0) : 0 ≤ λn < β := sup{λj : j ≥ 0} ≤ +∞. For F ∈ D and x ∈ R
we denote µ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0}, ν(x, F ) = max{n : |an|exλn =
µ(x, F )}. By Da we denote a subclass of Dirichlet series F ∈ D with a fixed
sequence a = (|an|), |an| ↘ 0 (n0 ≤ n → +∞) and µn := − ln |an|(n ≥ 0).
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Let Φ be positive continuous increasing function on [0; +∞). Denote Da(Φ) =
{F ∈ Da : lnµ(x, F ) ≥ xΦ(x) (x ≥ x0)} . It is known [1] that for every entire
function F ∈ Da the relation

F (x+ iy) = (1 + o(1))aν(x,F )e
(x+iy)λν(x,F ) (A)

holds as x→ +∞ outside some exceptional set E of finite logarithmic measure,
i.e. log-meas(E) :=

∫
E
d lnx < +∞, uniformly in y ∈ R, if and only if

+∞∑
n=n0

1

µn+1 − µn
< +∞. (B)

In [2] it is proved that the finiteness of logarithmic measure of an exceptional
set E is the sharp estimate in the class Da. Due to this statement the natural
question arises: what conditions must satisfy the entire Dirihlet series F ∈
Da such that relation (A) holds for x → +∞ outside some set E of finite
logarithmic h-measure, i.e. h-log-meas(E) :=

∫
E
h(x)d lnx < +∞? In article

[3] we give the answer to this question. Our main result is the following.

Theorem ([3]). Let (µn) be a sequence such that condition (B) holds, h be a
positive continuous functions increasing to +∞ on [0; +∞) and ϕ the inverse
function to function Φ. If F ∈ Da(Φ) and

(∀ b > 0) :

+∞∑
n=n0

h

(
ϕ(λn) ·

(
1 +

b

µn+1 − µn

)) 1

µn+1 − µn
< +∞, (C)

then the relation (A) holds as x→ +∞ outside some set E of finite logarithmic
h-measure uniformly in y ∈ R.

Питання 1. Is the description of exceptional sets in our Theorem the best
possible?

Питання 2. Is condition (C) in our Theorem necessary?

[1] O.B. Skaskiv. On the minimum of the absolute value of the sum for a Dirichlet
series with bounded sequence of exponents, Mat. Zametki 56(5) (1994) 117–128.
(in Russian). English translation in Math. Notes 56(5) (1994) 1177–1184.

[2] Ya. Stasyuk. On the Dirichlet series with monotonous coefficients and the finality
of description of the exeptional set, Mat. Visn. Nauk. Tov. Im. Shevchenka 5
(2008) 202–207. (in Ukrainian)
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[3] T.O. Salo, S.I. Panchuk, O.B. Skaskiv. Entire Dirichlet series with monotonous
coefficients and logarithmic h-measure // arXiv: 1512.08032v1 [math.CV] 25 Dec
2015. – 10 p.

Оцiнки lnµ(r, ϕ) знизу для функцiй скiнченного
порядку

Плацидем М. I.
Львiвський нацiональний унiверситет

iменi Iвана Франка
marta.platsydem@gmail.com

Неспадна неперервна злiва на (−∞,∞) функцiя F називається ймовiр-
носним законом, якщо

lim
x→+∞

F (−x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1,

а характеристичною функцiєю закону F називається функцiя

ϕ(z) = ϕ(z;F ) =

∞∫
−∞

eizxdF (x), z ∈ (−∞,∞). (1)

Якщо функцiя ϕ допускає аналiтичне продовження на круг DR =
= {z : |z| < R}, 0 < R ≤ +∞, то вона називається аналiтичною в DR.
Вiдомо, що для того, щоб характеристична функцiя ϕ була аналiтичною в
DR, необхiдно i досить, щоб для кожного r ∈ [ 0, R )

WF (x) =: 1− F (x) + F (−x) = O(e−rx), x→ +∞. (2)

Через Ω(−∞, R), 0 < R ≤ +∞, позначимо клас додатних необмежених
на (−∞, R) функцiй Φ таких, що похiдна Φ′ є додатною, неперервною i
зростаючою до +∞ на (−∞, R). Для функцiї Φ ∈ Ω(−∞, R) нехай

Ψ(r) = r − Φ(r)

Φ′(r)
- функцiя, асоцiйована з Φ за Ньютоном, а φ - функцiя,

обернена до Φ′.

Для Φ ∈ Ω(0, R), Φ′(r0) < a < b < +∞ приймемо

G1(a, b,Φ) =
ab

b− a

b∫
a

Φ(φ(t))

t2
dt (3)
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i

G2(a, b,Φ) = Φ

 1

b− a

b∫
a

φ(t)dt

 . (4)

Лема 1. Нехай Φ ∈ Ω(0, R), 0 < R ≤ +∞, а ϕ - аналiтична в DR хара-
ктеристична функцiя ймовiрносного закону F, який задовольняє умову

lim
r↑R

WF (x)eRx = +∞ (5)

i
lnWF (xk) ≥ −xkΨ(φ(xk)) (6)

для деякої зростаючої до +∞ послiдовностi (xk) додатних чисел. Тодi для
всiх r ∈ [φ(xk), φ(xk+1)] i всiх k ≥ k0 правильнi непокращуванi оцiнки

lnµ(r, ϕ) ≥ Φ(r)− (G2(xk, xk+1,Φ)−G1(xk, xk+1,Φ)) , (7)

lnµ(r, ϕ) ≥ Φ(r)
G1(xk, xk+1,Φ)

G2(xk, xk+1,Φ)
(8)

i

Φ−1(lnµ(r, ϕ)) ≥ r − (Φ−1(G2(xk, xk+1,Φ))− Φ−1(G1(xk, xk+1,Φ))), (9)

Φ−1(lnµ(r, ϕ)) ≥ rΦ−1(G1(xk, xk+1,Φ))

Φ−1(G2(xk, xk+1,Φ))
, (10)

де Φ−1 - функцiя, обернена до Φ.

Теорема 2. Нехай ϕ – цiла характеристична функцiя ймовiрносного за-
кону F такого, що

lnWF (xk) ≥ −ρ− 1

ρ

(
1

Tρ

) 1
ρ−1

x
ρ
ρ−1

k , ρ > 1, T > 0, (11)

для деякої зростаючої до +∞ послiдовностi (xk) додатних чисел. Тодi:
1) якщо xk+1−xk ≤ h(xk) для k ≥ 1, де функцiя h додатна, неперервна

та неспадна на [0,+∞) i h(x) = o(x) при x→ +∞, то

lnµ(r, ϕ) ≥ Trρ − (1 + o(1))

8Tρ(ρ− 1)
r2−ρh2(Tρrρ−1), r → +∞; (12)

2) якщо xk+1 ≤ xkω(xk+1) для k ≥ 1, де ω - неперервна незростаюча
на [0,+∞) функцiя i ω(x) > 1 для всiх x ≥ 0, то для всiх досить великих
значень r

lnµ(r, ϕ) ≥ Tρρrρ

(ρ− 1)ρ−1
f
(
ω(Tρrρ−1)

)
,
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f(ω) =
ω(ω − 1)ρ−1(ω

1
ρ−1 − 1)(

ω
ρ
ρ−1 − 1

)ρ . (13)

Квазi-евклiдовi дуо кiльця з елементарною редукцiєю
матриць

Романiв О. М.
Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка, Львiв, Україна

oromaniv@franko.lviv.ua

Саган А. В.
Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка, Львiв, Україна

andrijsagan@gmail.com

Всi розглядуванi в данiй роботi кiльця є асоцiативними з вiдмiнною вiд
нуля одиницею.

Правим (лiвим) дуо-кiльцем називається кiльце, в якому довiльний
правий (лiвий) iдеал є двобiчним. Кiльце називають дуо-кiльцем, якщо
воно є правим i лiвим дуо-кiльцем одночасно.

Якщо на кiльцi R заданий правий квазi-алгоритм, тобто задана така
функцiя ϕ : R × R → W , де W — ординал, що для довiльних a, b ∈ R,
b 6= 0, iснують такi q, r ∈ R, що a = bq + r i ϕ(b, r) < ϕ(a, b), то кiльце R
називається правим квазi-евклiдовим [1].

Кiльце R називають правим кiльцем Ермiта, якщо для довiльних еле-
ментiв a, b ∈ R iснують елемент d ∈ R i оборотна матриця P такi, що
(a, b)P = (d, 0). Кiльце R називається правим кiльцем Безу, якщо будь-
який скiнченнопороджений правий iдеал кiльця R є головним.

КiльцеR має стабiльний ранг один, якщо для довiльних елементiв a, b ∈
R таких, що aR + bR = R, iснує такий елемент t, що a + bt = u, де u —
оборотний елемент кiльця R.

Кiльце R називається кiльцем з властивiстю замiни, якщо для будь-
якого елемента a ∈ R iснує iдемпотент e ∈ R, такий, що e ∈ aR i 1 − e ∈
(1−a)R. Кiльце R називається кiльцем з властивiстю напiвзамiни, якщо
фактор-кiльце R/J(R) є кiльцем з властивiстю замiни.

Кiльце R називається кiльцем з елементарною редукцiєю матриць [2],
якщо для довiльної матрицi A над кiльцем R iснують такi елементарнi над
R матрицi P1, . . . , Pk, Q1, . . . , Qs вiдповiдних розмiрiв, що

P1 · . . . · Pk ·A ·Q1 · . . . ·Qs = diag(ε1, . . . , εr, 0, . . . , 0),
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де Rεi+1R ⊆ Rεi ∩ εiR для i = 1, 2, . . . , r − 1.

Всi iншi необхiднi означення можна знайти в роботах [1, 2, 3].

Твердження 1. Нехай R — праве квазi-евклiдове кiльце, тодi R — праве
кiльце Ермiта.

Теорема 2. Дуо-кiльце Безу стабiльного рангу 1 є кiльцем з елементар-
ною редукцiєю матриць.

Теорема 3. Дуо-кiльце Безу з властивiстю напiв-замiни є кiльцем з еле-
ментарною редукцiєю матриць.

Теорема 4. Квазi-дуо-кiльце Безу з властивiстю напiвзамiни є кiльцем
з елементарною редукцiєю матриць тодi i тiльки тодi, коли R — дуо-
кiльце.

[1] B. Bougaut Anneaux Quasi-Euclidiens These de docteur troisieme cycle. –1976,
67p.

[2] B. V. Zabavsky Rings with elementary reduction matrix Ring Theory Conf.,
Miskolc, July 15-20, 1996.

[3] B. V. Zabavsky, Diagonal reduction of matrices over ringsMathematical Studies,
Lviv, 2012.

On some generalization of adequate duo-ring

Ronska N.
Lviv national Ivan Franko university

Nataliarr@ukr.net

All rings considered will be associative and have identity.

A ring R is a right (left) duo ring if it satisfies the following equivalent
conditions:

(i) Each right (left) ideal of R is an ideal;

(ii) For each x ∈ R, Rx ⊆ xR (Rx ⊇ xR).
An element a 6= 0 of a Bezout domain R is called right adequate element if

for any b ∈ R there exists such elements r, s ∈ R, that
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(i) a = rs;

(ii) bR+ rR = R;

(iii)∀s′ ∈ R, sR ⊂ s′R 6= R⇒ bR+ s′R 6= R.

A ring in which any nonzero element is right adequate is called a right
adequate ring.

A duo ring R is said to be right avoidable ring if for any elements a, b, c ∈ R,
c 6= 0 such that aR + bR + cR = R there exists elements r, s ∈ R such that
c = rs, where rR+ aR = R, sR+ bR = R and rR+ sR = R.

A ring R is called an elementary divisor ring if every matrix A with coeffici-
ents in R admits diagonal reduction, that is, if A ∈Mm,n(R), then there exists
invertible matrices P ∈ GLm(R) and Q ∈ GLn(R) such that PAQ = D with
D = (dij) diagonal (i.e, dij = 0 if i 6= j) and every dii is a total divisor of
di+1,i+1.

Theorem 1. A duo Bezout domain is an avoidable ring if and only if for
any c ∈ R\{0} factor ring R/cR is a clean ring.

Theorem 2. An adequate duo Bezout domain is an avoidable domain.

Theorem 3. An avoidable duo Bezout domain is an elementary divisor ring.

[1] Gatalevych A.I., On adequate and generalized adequate duo-rings and elementary
divisor duo-rings Matematychni Studii 01/1998, 115-119. (In ukrainian).

[2] I.Kaplansky, Elementary divisor rings and modules, Trans. Amer. Math. Soc.
66(1949) p.464–491.

[3] W. K. Nicholson, Lifting idempotents and exchange rings, Trans. Amer. Math.
Soc. 229 (1977), 269-278.
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Про спiввiдношення Бореля для рядiв, подiбних на
ряди Тейлора-Дiрiхле

Скаскiв О. Б.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

olskask@gmail.com

Тарновецька О. М.
Чернiвецький факультет НТУ “Харкiвський полiтехнiчний iнститут”

savinska.olga@mail.ru

Трусевич О. М.
Львiвський державний унiверситет безпеки життєдiяльностi

trusev14@gmail.com

Нехай L–клас додатних неспадних до +∞ на [0; +∞) функцiй, а
S(λ, β, τ) клас збiжних для всiх x ≥ 0 рядiв вигляду

F (x) =
∑+∞

n=0
ane

xλn+τ(x)βn , an ≥ 0 (n ≥ 0),

де λ = (λn), β = (βn) невiд’ємнi послiдовностi, τ(x) – додатна неспадна
на [0; +∞) функцiя. Через S(λ, β, τ,Φ), Φ ∈ L, позначимо пiдклас класу
S(λ, β, τ), в який входять функцiї F, для яких lnF (x) ≤ Φ(x) (x ≥ x0).

Для x ≥ 0 визначимо µ(x, F ) = max{anexλn+τ(x)βn : n ≥ 0}.
Правильне таке твердження.

Теорема 1. Нехай τ ′(x) ≥ 1 (x > 0). Якщо F ∈ S(λ, β, τ,Φ1), Φ1(x) ≡
xΦ(x), Φ ∈ L, i виконується умова

(∀b > 0) : lim
R→+∞

1

R

∑
0<αk≤bΦ(R)

1

kαk
= 0, αk = λk + βk, (A)

то спiввiдношення Бореля lnF (x) = (1+o(1)) lnµ(x, F ) справджується при
x→ +∞ зовнi деякої множини Е нульової лiнiйної щiльностi, тобто DE :=

lim
R→+∞

1
R

∫
E∩[0,R]

dx = 0.

Твердження теореми ранiше доведено ([1]) в класi S(λ, β, τ,Φ), який, на-
приклад, у випадку Φ(x) = xρ, ρ > 0 є iстотно вужчим за клас S(λ, β, τ,Φ1).

Припущення. 1. Умова (А) є i необхiдною для того, щоб спiввiдношення
Бореля виконувалось для кожної функцiї F ∈ S(λ, β, τ,Φ1) при x → +∞
зовнi деякої множини нульової лiнiйної щiльностi.
2. Опис виняткової множини в нашiй теоремi iстотно покращити не
можна.
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[1] О.Б. Скаскiв, О.М. Трусевич. Асимптотичнi властивостi регулярно збi-
жних функцiональних рядiв // Препринт № 17-1. – Львiв: Iнститут прикл.
пробл. мех. i мат. НАН України, 1999. – 18 с.

Дiофантовi умови розв’язностi однiєї нелокальної
задачi для факторизованого гiперболiчного оператора

парного порядку

Савка I. Я.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я.С. Пiдстригача НАН України,
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

s-i@ukr.net

Гой Т. П.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

tarasgoy@yahoo.com

Дiофантовi умови розв’язностi часто зустрiчаються в теорiї крайових
задач для рiвнянь iз частинними похiдними в обмежених областях через
так звану проблему малих знаменникiв [1, 2].

Зокрема, проблема малих знаменникiв виникає при дослiдженнi розв’я-
зностi крайової задачi для факторизованого гiперболiчного рiвняння зi ста-
лими коефiцiєнтами з нелокальними умовами за часовою змiнною t та умо-
вами перiодичностi за просторовими змiнними x = (x1, . . . , xp):

n∏
j=1

(
∂2

∂t2
− a2

j∆ + c2j

)
u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Ωp2π, (1)

µ1
∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=0

+ µ2
∂j−2u(t, x)

∂tj−2

∣∣∣
t=0

+ µ3
∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=T
−

−µ2
∂j−2u(t, x)

∂tj−2

∣∣∣
t=T

= ϕj(x), j = 1, . . . , 2n,

(2)

де aj ∈ R, cj ∈ R\{0}, cm 6= cj (m 6= j), µ1, µ2, µ3 ∈ C, µ2 6= 0, T > 0,
Ωp2π = (R/2πZ)p — p-вимiрний тор, ∆ = ∂2

∂x2
1

+ . . .+ ∂2

∂x2
p
, u(−1)

t ≡
∫ t

0
u(t, τ)dτ .
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Нехай k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, ‖k‖ =
√
k2

1 + . . .+ k2
p, λsk =

√
a2
s‖k‖2 + c2s,

M±sk = µ1 + µ3 exp(±iλskT ) + µ2(±iλsk)−1(1− exp(±iλskT )), (3)

де s ∈ {1, . . . , n}.
У роботi показано, що дiофантовi умови коректної розв’язностi задачi

(1), (2) у шкалi просторiв Соболєва мають вигляд нерiвностей для малих
знаменникiв M+

sk i M−sk, визначених у (3):∣∣M±sk∣∣ ≥ C‖k‖−γ , s = 1, . . . , n, (4)

якi повиннi виконуватись з деяким показником γ ∈ R та деякою сталою
C > 0 для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp.

Для довiльного фiксованого параметра T > 0 виконання нерiвностей
(4) доведено з показником γ = 1, якщо

(|µ1| − |µ3|)2 + Im2

(
µ1 + µ3

µ2

)
6= 0. (5)

Якщо нерiвнiсть (5) не виконується, то за допомогою метричного пiд-
ходу доведено виконання дiофантових умов (4) тiльки для майже всiх за
мiрою Лебега значень параметра T > 0.

Теорема 1. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T нерiв-
ностi (4) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв
k ∈ Zp при γ > p+ 1.

Зауважимо, що оператори вигляду (1) виникають у квантовiй теорiї
поля. Наприклад, компоненти деякого поля Q, якi вiдповiдають вiльним
елементарним частинкам з рiзними масами m1, . . . ,mn, повиннi задоволь-
няти рiвняння [3]

n∏
j=1

(
∆− 1

c2
∂2

∂t2
−m2

j

)
Q = 0,

де ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 .

[1] Iлькiв В. С., Пташник Б. Й. Задачi з нелокальними умовами для рiвнянь з
частинними похiдними. Метричний пiдхiд до проблеми малих знаменни-
кiв, Укр. мат. журн., 58 (12) (2006), 1624–1650.
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задачi для рiвнянь iз частинними похiдними, К.: Наук. думка (2002), 416 с.

[3] Умэдзава Х. Квантовая теория поля, М.: Изд-во иностр. лит. (1958), 380 с.

Про потужнiсть множини виключних значень в
розумiннi Валiрона для мероморфних функцiй

Савчук Я. I.
Iвано-Франкiвський нацiональний технiчний унiверситет нафти i газу

math@nung.edu.ua

Характеристикою росту цiлої функцiї f (z) ї максимум M (r, f) її моду-
ля в крузi {|z| ≤ r}, який досягається на колi {|z| = r}. Виявляється, що з
цiєю характеристикою тiсно пов’язана величина

N (r, a, f) =

∫ r

0

n (t, a, f)− n (0, a, f)

t
dt+ n (0, a, f) ln r,

де n (r, a, f) — кiлькiсть a-точок з врахуванням їх кратностi в крузi
{|z| ≤ r}, яка для «бiльшостi» a-точок еквiвалентна lnM (r, f).

Характеристика росту T (r, f) для мероморфної в C функцiї, яку мо-
жна вважати часткою двох цiлих, визначається по-iншому [1], однак для
«бiльшостi» a-точок також N (r, a, f) ∼ T (r, f) при r →∞. Тi a-точки, для
яких це порушується, природно назвати виключними значеннями. Зокре-
ма, якщо lim

r→∞

N(r,a,f)
T (r,f) < 1, то a називається виключним значенням в розу-

мiннi Валiрона. Множину усiх таких значень позначають EV (f).

Множину U ⊂ C назвемо H-множиною, якщо iснують α > 0 та числа
a1, a2, . . . ∈ C , такi що для довiльного a ∈ Uвиконується |a− an| <
exp (−enα) для нескiнченної кiлькостi значень n.

В [2] показано, що для будь-якої H-множини U iснує така мероморфна
функцiя скiнченного порядку, що U ⊂ EV (f). В [3] отримано уточнення
цього результату.

Мною побудовано H-множину, яка має потужнiсть континуум. Тим са-
мим показано, що для мероморфних функцiй f (z) множина EV (f) може
мати потужнiсть континуум.
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[1] Хейман У. Мероморфные функции – М.: Мир, 1966. – 287 с.

[2] Hylltngren A. Valiron deficient values for meromorphic functions in the plane,
Acta math. 124, (1 - 2) (1970), 1–8.

[3] Савчук Я.I. Мероморфнi функцiї скiнченного порядку iз заданою множиною
валiронiвських дефектних значень, Прикарпатський вiсник НТШ. Число. 1,
(2008), 37–42.

Про суперпозицiю абсолютно неперервних функцiй

Сафонов В. М.
Нацiональний унiверситет харчових технологiй, Київ, Україна

safonov_v_m@ukr.net

Як вiдомо, Н. К. Барi i Д. Є. Меньшов повнiстю охарактеризували клас
функцiй, якi є суперпозицiями абсолютно неперервних функцiй [1]. У зв’яз-
ку з цим, в термiнах категорiї дамо уточнення характеристики такого класу
функцiй [2].

Сформулюємо запропоновану С. Банахом таку умову [1].

Нехай f – скiнченна функцiя однiєї дiйсної змiнної. Функцiя f задо-
вольняє умову (T1) на вiдрiзку [a, b], якщо майже кожне своє значення
вона набуває на цьому вiдрiзку не бiльше нiж скiнченне число разiв.

У подальшому потрiбна i така умова, введена М. М. Лузiним [1].

Функцiя f задовольняє умову (N) на множинi E, якщо вона кожну
пiдмножину мiри нуль цiєї множини перетворює в множину, що має мiру
нуль.

Доповненням до результату Н. К. Барi є таке твердження.

Теорема 1. Будь-яка неперервна на вiдрiзку [a, b] функцiя f , що має мно-
жину незлiченних рiвнiв першої категорiї i задовольняє умову (T1), є на
цьому вiдрiзку суперпозицiєю двох неперервних функцiй, з яких внутрi-
шня має обмежену варiацiю i монотонна на кожнiй компонентi деякої
вiдкритої скрiзь щiльної множини G = ∪

i
Gi ⊂ [a, b], а зовнiшня зростає i

абсолютно неперервна. Якщо, далi, функцiя f задовольняє умову (N), то
f є суперпозицiєю двох абсолютно неперервних функцiй, з яких зовнiшня
зростає, а внутрiшня монотонна на компонентах Gi множини G.
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Про вимiрнiсть множини точок максимальної
кратностi при многозначному вiдображеннi

Сафонова О. В.
Київський нацiональний унiверситет iм. Тараса Шевченка, Київ,

Україна
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Зелiнський Ю. Б.
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zel@imath.kiev.ua

Нехай X та Y – топологiчнi простори, F – многозначне вiдображення.

Означення 1. Вiдображення F : X → Y назвемо простим, якщо для
довiльної пари точок x, y ∈ X виконується одна iз умов: F (x) = F (y) або
F (x) ∩ F (y) = ∅.

Означення 2. Вiдображення F : X → Y назвемо вiдкритим, якщо образ
вiдкритої множини є вiдкритою множиною.

Означення 3. Назвемо вiдображення F : X → Y ациклiчним, якщо образ
F (x) кожної точки x ∈ X є множиною, для якої усi зведенi групи кого-
мологiй дорiвнюють нулю [1].

Означення 4. Назвемо вiдображення F : X → Y нульвимiрним, якщо
dimF−1(y) ≤ 0 для будь-якої точки y ∈ Y [2].

Означення 5. Вiдображення F : X → Y називається напiвнеперервним
зверху в точцi x ∈ X, якщо для будь-якої вiдкритої множини V ⊂ Y ,
такої, що F (x) ⊂ V , iснує окiл U(x) точки x, такий, що F (U(x)) ⊂ V .
Вiдображення F називається напiвнеперервним зверху, якщо воно напiв-
неперервне зверху в кожнiй точцi x ∈ X.
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Припустимо, що M,N – n-вимiрнi многовиди; D ⊂ M i D1 ⊂ N –
вiдкритi зв’язнi областi; D – замикання областi D, IntD – внутрiшнi точки
областi D, ∂D – межа областi D.

Для многозначних ациклiчних напiвнеперервних зверху простих вiд-
ображень має мiсце така теорема.

Теорема 6. Нехай F : D → D1 – многозначне вiдображення областей
степеня k таке, що F (∂D)∩F (IntD) = ∅. Тодi, або F є вiдкритим вiдоб-
раженням, або iснує точка в образi, яка має щонайменше |k| + 2 прооб-
разiв. Якщо F -нульвимiрне вiдображення, то у другому випадку множи-
на точок образа, що мають не менше нiж |k| + 2 прообразiв, має повну
вимiрнiсть n.

Аналог цього результату для власного неперервного вiдображення за-
мкненої областi на многовидi отримано в роботах [3, 4, 5]. Умова простоти
вiдображення в теоремi є суттєвою. На це вказує приклад многозначного
вiдображення F замкненого круга B2 = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1} ⊂ R2 на себе
з властивiстю

F (x, y) =

{
(x, y), (x, y) 6= (0, 0);
{(x1, y) | 0 ≤ x1 ≤ 1

2 ; y = 0} , (x, y) = (0, 0).

[1] Э. Спеньер, Алгебраическая топология. – М.: Мир, 1971 – 680 с.

[2] П.С. Александров, Б.А. Пасынков, Введение в теорию размерности. – М.:
Наука, 1973 – 576 с.

[3] Ю.Б. Зелинский, О некоторых проблемах Косинского // Укр. матем. журнал.
– 1975. – 27, №4. – С. 510–516.

[4] Ю.Б. Зелинский, О кратности непрерывных отображений областей // Укр.
матем. журнал. – 2005. – 57, №4. – С. 554–558.

[5] А.К. Бахтин, Г.П. Бахтина, Ю.Б. Зелинский, Тополого-алгебраические стру-
ктуры и геометрические методы в комплексном анализе // Працi Iнституту
математики НАНУ. – 73. – 2008. – 308 с.
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Оцiнки малих знаменникiв у задачi про малi поперечнi
перiодичнi коливання пучка струн

Сковронська I. Я.
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Симотюк М. М.
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quaternion@ukr.net

Нехай Hα, α ∈ R, — простiр тригонометричних рядiв ϕ(t) =
∑
k ϕke

ikt,
для яких

‖ϕ;Hα‖ =

√√√√ ∞∑
k=−∞

(1 + |k|)2α|ϕk|2 <∞,

Cn(I,Hα) (n ∈ Z+, I — вiдрiзок дiйсної прямої) — простiр функцiй

u(x, t) =

∞∑
k=−∞

uk(x)eikt, uk ∈ Cn(I), k ∈ Z,

таких, що для кожного фiксованого x ∈ I похiднi ∂ju(x, ·)/∂xj , 0 ≤ j ≤ n,
належать до простору Hα i як елементи цього простору є неперервними за
x на I; норму в просторi Cn(I;Hα) задаємо формулою

‖u(x, t);Cn(I,Hα)‖ =

n∑
j=0

max
x∈I
‖∂ju(x, t)/∂xj ;Hα‖.

Розглянемо задачу про знаходження функцiй ui(x, t) ∈ C2([0, li];Hα),
i = 1, . . . , n, якi справджують рiвняння

ρi
∂2ui(x, t)

∂t2
= pi

∂2ui(x, t)

∂x2
+fi(x, t), ρi, pi > 0, i = 1, . . . , n, x ∈ (0; li), (1)

та умови
u1(l1, t) = . . . = un(ln, t) = 0, (2)

u1(0, t) = . . . = un(0, t), (3)

mu1(0, t) +

n∑
i=1

λi
∂ui(0+, t)

∂x
= ϕ(t), m, λ1, . . . , λn > 0. (4)
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До задачi (1)–(4) зводиться опис [1] малих поперечних коливань си-
стеми з n однорiдних струн, натягнутих у формi зiрки, з одним спiльним
внутрiшнiм кiнцем, всi iншi кiнцi струн є закрiпленими.

Позначимо: ai =
√
ρi/pi, i = 1, . . . , n, a(k) — стовпець довжини n, еле-

ментами якого є числа cos(a1l1k), . . . , cos(anlnk), D(k) — дiагональна ма-
триця розмiру n з елементами sin(a1l1k), . . . , sin(anlnk) на головнiй дiаго-
налi, b — рядок довжини n, елементами якого є числа λ1, . . . , λn, A(k) —
блочна матриця розмiру n+ 1:

A(k) =

∥∥∥∥a(k) D(k)
m b

∥∥∥∥ , k ∈ Z\{0}.

Розв’язнiсть задачi (1)–(4) залежить вiд дiофантових властивостей ви-
значникiв ∆(k) = detA(k), k ∈ Z\{0}, що входять знаменниками у ви-
рази для коефiцiєнтiв рядiв Фур’є, якими зображуються функцiї ui(x, t),
i = 1, . . . , n. На пiдставi метричного пiдходу [2, 3] встановлено оцiнки знизу
знаменникiв ∆(k), k ∈ Z\{0}.

Теорема 1. Нерiвнiсть |∆ (k)| ≥ |k|−κ виконується для майже всiх (що-
до мiри Лебега в Rn+) векторiв (l1, . . . , ln) для всiх (крiм скiнченної кiль-
костi) цiлих чисел k при κ > 2.

[1] Покорный Ю.В., Пенкин О.М., Прядиев B., Боровских А.В., Лазарев К.П.,
Шабров С.А. Дифференциальные уравнения на геометрических графах. –
М.: Физматлит, 2004. – 267 с.

[2] Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.

[3] Пташник Б.Й., Iлькiв В.С., Кмiть I.Я., Полiщук В.М. Нелокальнi крайовi
задачi для рiвнянь iз частинними похiдними. – К.: Наук. думка, 2002. –
416 с.
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Про малi знаменники багатоточкової задачi для
параболiчного рiвняння високого порядку

Симотюк М. М.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України
quaternion@ukr.net

Тимкiв I. Р.
Iвано-Франкiвський нацiональний технiчний унiверситет нафти i газу

tymkiv_if@ukr.net

Нехай L =
∑p
i,j=1

∂
∂xi

(
pij(x) ∂

∂xj

)
− q(x), x = (x1, . . . , xp), — елiптичний

диференцiальний вираз, коефiцiєнти pij(x), q(x), i, j ∈ {1, . . . , p}, якого є
додатними i досить гладкими в обмеженiй областiG ⊂ Rp з гладкою межею
∂G; λk, k ∈ N, — додатнi власнi значення задачi LX + λX = 0, X|∂G = 0,
яким вiдповiдає повна ортонормована система власних функцiй {Xk(x) :

k ∈ N}; Ebα,β , α, β ∈ R, b ∈ N, — простiр функцiй ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕkXk(x) зi

скiнченною нормою ‖ϕ;Ebα,β‖ =
√∑∞

k=1 |ϕk|2λ2α
k exp(2βλbk).

Для параболiчного рiвняння

W

(
∂

∂t
, L

)
u ≡ ∂nu(t, x)

∂tn
+

n−1∑
r=0

b(n−r)∑
s=0

Asr(−L)s
∂ru(t, x)

∂tr
= 0, (1)

розглянемо задачу з такими умовами

Nj∑
r=0

ajr(L)
∂ru(t, x)

∂tr

∣∣∣
t=tj

= ϕj(x), 0 ≤ Nj ≤ n− 1, j ∈ {1, . . . , n}, (2)

Lmu(t, x)
∣∣∣
∂G

= 0, m ∈ {0, 1, . . . , (bn− 1)}, (3)

де Asr ∈ C, ajr(L) =
M∑
i=0

ajr,iL
i, ajr,i ∈ C, M ∈ N, ajNj ,M 6= 0, j ∈ {1, . . . , n},

0 ≤ t1 < . . . < tn ≤ T .
При дослiдженнi коректної розв’язностi задачi (1)–(3) у шкалi просторiв

Cn([0, T ];Ebα,β) виникає потреба оцiнити знизу модулi визначникiв
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∆(k) =
∏

1≤j<q≤n

1

µq(k)− µj(k)
det

∥∥∥∥∥∥
Nj∑
r=0

ajr(λk)µrq(k) exp(µq(k)tj)

∥∥∥∥∥∥
n

j,q=1

, k ∈ N,

де µq(k), q ∈ {1, . . . , n}, — рiзнi коренi рiвняння W (µ, λk) = 0. Цi коренi
справджують умову Reµq(k) ≤ −δ1λbk, q ∈ {1, . . . , n}, де δ1 > 0. Позначимо:
δ2 =sup

k∈N
max

q∈{1,...,n}
{|Reµq(k)|/λbk}, ω0 = n(n−1)(p/2+b)/2−((N1 +. . .+Nn)b+

n(M−1)). На пiдставi метричного пiдходу [1] встановлено такий результат.

Теорема 1. Для довiльних фiксованих коефiцiєнтiв рiвняння (1) та умов
(2) i для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв (t1, . . . , tn) ∈
[0, T ]n нерiвнiсть

|∆(k)| ≥ λ−ωk exp
(
−νλbk

)
(4)

виконується для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлькостi) натуральних
k, якщо ω > ω0, ν ≥ nδ2T .

Для деяких класiв параболiчних рiвнянь оцiнки (4) вдається встано-
вити для довiльних рiзних фiксованих t1, . . . , tn ∈ [0, T ] i для майже всiх
(стосовно мiри Лебега) векторiв, складених з коефiцiєнтiв рiвняння (1).
Зокрема, якщо рiвняння (1) допускає факторизацiю вигляду

n∏
q=1

(
∂

∂t
+

b∑
s=0

Asq(−L)s

)
u(t, x)=0, Asq ∈ C, 0 < δ3 < ReAb1 <. . . <ReAbn < δ4,

встановлено таке твердження.

Теорема 2. Для довiльних рiзних фiксованих чисел t1, . . . , tn ∈ [0, T ] i
для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв (ReAb1, . . . ,ReAbn) ∈
[δ3, δ4]n нерiвнiсть

|∆(k)| ≥ λ−ω1

k exp
(
−ν1λ

b
k

)
виконується для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлькостi) натуральних
k, якщо ω1 > ω0+θ, ν1 ≥ δ3(t1+. . .+tn), де θ =

∑n
j=1Nj(n−j+1)p/2−N1p/2.

Отриманi результати узагальнюють дослiдження, проведенi в [1, 2], на
випадок загальнiших багатоточкових умов (2).

[1] Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных уравне-
ний с частными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.
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[2] Пташник Б.Й., Тимкiв I.Р. Багатоточкова задача для параболiчного рiвняння зi
змiнними коефiцiєнтами в цилiндричнiй областi // Мат. методи та фiз.-мех. поля.
– 2011. – 54, № 1. – С. 15–26.

Метричнi оцiнки задачi з двома вузлами для системи
навантажених гiперболiчних рiвнянь другого порядку

Симотюк М. М.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С.

Пiдстригача НАН України
quaternion@ukr.net

Хомяк Д. В.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С.

Пiдстригача НАН України
khomiak.dmytro@gmail.com

Розглянемо задачу

L (∂t, ∂x) ~u(t, x) ≡ ~utt +A1~utx +A2~uxx = ~f(t, x) +

M∑
j=1

Bj~u(τj , x), (1)

~u(t1, x) = ~ϕ1(x), ~ut(t2, x) = ~ϕ2(x), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T, x ∈ Ω, (2)

де t ∈ (0, T ), Ω — коло одиничного радiуса, ~u(t, x) =

col(u1(t, x), . . . , um(t, x)), ~f(t, x) = col(f1(t, x), . . . , fm(t, x)), ~ϕj(x) =
col(ϕ1

j (x), . . . , ϕmj (x)), j = 1, 2, A1, A2, Bj , j = 1,M , — квадратнi матрицi
розмiру m з комплексними елементами, L — строго гiперболiчний вираз,
0 ≤ τ1 < . . . < τM ≤ T , {t1, t2}

⋂
{τ1, . . . τM} = Ø.

Позначимо: µq, q = 1, 2m – коренi рiвняння ‖L(µq, i)‖ = 0 (зi строгої
гiперболiчностi виразу L випливає, що числа µ1, . . . , µ2m є суто уявними
i попарно рiзними), ~hq = col(h1

q, . . . , h
m
q ) — деякий ненульовий стовпець

матрицi L∗(µq, i), яка є приєднаною до матрицi L(µq, i) = 0, q = 1, 2m.

При дослiдженнi розв’язностi задачi (1), (2) виникає потреба встановити
нерiвностi

|∆(k)| ≥ |k|−ω1 , k ∈ Z\{0}, (3)

|Γ(k)| ≥ |k|−ω2 , k ∈ Z\{0}, (4)

де ∆(k) = det ‖~glj‖j=1,2m
l=1,2 , ~g1j = ~hje

µjkt1 , ~g2j = ~hjkµje
µjkt2 , j = 1, 2m,
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Γ(k) = det
(
I −

∑M
j=1Bj

∫ T
0
Gk(τj , τ)dτ

)
, де I — одинична матриця роз-

мiру m, Gk(t, τ), – матриця Грiна задачi ~y ′′k (t)+A1(ik)~y ′k(t)+A2(ik)2~yk(t) =
fk(t), ~yk(t1) = 0, ~y ′k(t2) = 0 (зауважимо, що матриця Грiна Gk(t, τ) коре-
ктно визначена тодi i тiльки тодi, коли ∆(k) 6= 0).

За допомогою метричного пiдходу [1] встановлено такi результати:

Теорема 1. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R2) векторiв
(t1, t2) ∈ [0, T ]2 нерiвнiсть (3) виконується для всiх (крiм скiнченної кiль-
костi) цiлих чисел k, якщо ω1 ≥ 4Cm2m −m+ 2.

Теорема 2. Для довiльного фiксованого t1 ∈ [0, T ) i для майже всiх (сто-
совно мiри Лебега в R) чисел t2 ∈ (t1, T ] нерiвнiсть (3) виконується для
всiх (крiм скiнченної кiлькостi) цiлих чисел k, якщо ω1 ≥ 2Cm2m −m+ 1.

Теорема 3. Якщо ∆(k) 6= 0 для всiх kinZ, то для майже всiх (сто-
совно мiри Лебега в RM ) векторiв (τ1, . . . , τM ) ∈ [0, T ]M нерiвнiсть (4)
виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) цiлих чисел k, якщо
ω2 ≥M(2d+ 1) + 1, де d = 2m+ 1 + Cm3m−1.

Якщо ж, в системi рiвнянь (1) матрицi Bj є дiагональними, тобто

Bj = bjI, bj ∈ R,

то ω2 ≥M(2
∑m
j=1 C

j
2m + 3) + 1.

Дана робота узагальнює результат працi [2] на випадок системи рiвнянь.

[1] Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными, – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.

[2] Симотюк М.М., Хомяк Д.В. Метричнi оцiнки багатоточкової задачi для на-
вантаженого гiперболiчного рiвняння // Буковинський математичний жур-
нал, 2015. - Т. 3, № 1, С. - 102-109.
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Про збiжнiсть дробiв Нерлунда, Гауса, Ойлера у полi
p-адичних чисел

Симотюк М. М.
IППММ iм.Я.С.Пiдстригача НАН України

quartenion@ukr.net

Медвiдь О. М.
IППММ iм.Я.С.Пiдстригача НАН України

medoks@ukr.net

Ланцюговi дроби Гауса, Нерлунда, Ойлера визначаються рiвностями [1]

1 +
∞
D
n=1

γnz

1
, β0(z) +

∞
D
n=1

αn(z)

βn(z)
, 1 + ζ0z +

∞
D
k=1

ηkz

1 + ζkz
, (1)

вiдповiдно, де

γ2n+1 = − (a+ n)(c− b+ n)

(c+ 2n)(c+ 2n+ 1)
, n ≥ 0,

γ2n = − (b+ n)(c− a+ n)

(c+ 2n− 1)(c+ 2n)
, n ≥ 1,

αn(z) =
(a+ n)(b+ n)

(c+ n)(c+ n− 1)
z(1− z), n ≥ 1,

βn(z) = 1− (a+ b+ 2n+ 1)

c+ n
z, n ≥ 0,

ζn =
b− a+ n+ 1

c+ n
, n ≥ 0, ηn = − (c− a+ n)(b+ n)

(c+ n− 1)(c+ n)
, n ≥ 1,

де a, b, c, z ∈ C, c 6∈ Z\N. У роботi [1] встановлено умови збiжностi дро-
бiв (1) до вiдношень значень гiпергеометричної функцiї Гауса F (a, b; c; z)
у випадку комплексної змiнної z. У данiй роботi цi результати перенесено
на випадок, коли параметри a, b, c, z дробiв (1) є p-адичними числами, а
збiжнiсть розглядається у p-адичнiй нормi.

Нехай p – просте число, Qp — поле p-адичних чисел з p-адичною нормою
| · |p. Позначимо: D(r) = {z ∈ Qp : |z|p < r}, r > 0.
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Теорема 1. Нехай min{|a|p, |b|p} > 1, |c|p > max{|a|p, |b|p}. Тодi дрiб Гауса
рiвномiрно збiгається в D(1). Якщо, крiм того, |c|p > max{|a|p, |b|p, |ab|p},
то дрiб Гауса рiвномiрно збiгається в крузi D(p1/(1−p)) до вiдношення фун-
кцiй F (a, b; c; z)/F (a, b+ 1; c+ 1; z).

Теорема 2. Нехай |a|p 6= |b|p, min{|a|p, |b|p} > 1, |c|p > max{|a|p, |b|p}.
Тодi дроби Нерлунда та Ойлера рiвномiрно збiгаються в D(1). Якщо, крiм
того, |c|p > max{|a|p, |b|p, |ab|p}, то дроби Нерлунда, Ойлера рiвномiрно
збiгаються в крузi D(p1/(1−p)) до вiдношень функцiй

F (a, b; c; z)/F (a+ 1, b+ 1; c+ 1; z), F (a, b; c; z)/F (a, b+ 1; c+ 1; z)

вiдповiдно.

[1] Lorentzen L., Waadeland H. Continued fractions with applications // Studies in
Computational Mathematics (Book 3). – North Holland; 1 ed. – 1992. – 606 p.

Estimates for approximations by Fourier sums and best
approximations of the classes of (ψ, β)–differentiable

functions

Serdyuk A. S.
Institute of Mathematics NAS of Ukraine

serdyuk@imath.kiev.ua

Stepaniuk T. A.
Lesya Ukrainka Eastern European National University

tania_stepaniuk@ukr.net

Denote by Lψβ,∞ the set of functions f ∈ Lψβ such that ||fψβ ||∞ ≤ 1 (see
definitions in [1]).

In present paper we solve the problem about finding the exact order esti-
mates of the quantities

En(Lψβ,∞)s = sup
f∈Lψβ,∞

‖f(x)−
n−1∑

k=−n+1

f̂(k)eikx‖s, 1 ≤ s <∞,
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where f̂(k) = 1
2π

π∫
−π

f(t)e−iktdt are Fourier coefficients of the function f , and

En(Lψβ,∞)s = sup
f∈Lψβ,∞

inf
tn−1∈T2n−1

‖f − tn−1‖s, 1 ≤ s <∞,

where T2n−1 is the subspace of all trigonometric polynomials tn−1 with real
coefficients of degrees not greater than n− 1.

We denote by P the set of positive, almost decreasing sequences ψ(k), k ≥ 1,
(we remind, that sequence ψ(k) almost decreases, if there exists a positive
constant M such that for arbitrary k1 ≤ k2 the following inequality is satisfied
ψ(k2) ≤Mψ(k1)) such that

sup
m∈N

2m+1∑
k=2m

|ψn(k + 1)− ψn(k)| ≤ Kψ(n),

where
ψn(k) =

{
0, k < n,
ψ(k), k ≥ n,

and K is the quantity uniformly bounded with respect to n.

Теорема 1. Let ψ ∈ P , 1 ≤ s <∞ and β ∈ R. Then

En(Lψβ,∞)s � En(Lψβ,∞)s � ψ(n).

[1] A.I. Stepanets, Methods of Approximation Theory, VSP: Leiden, Boston, 2005.

Теорема про граничний перехiд в одновимiрних
лiнiйних крайових задачах у просторах Гельдера

Солдатов В. О.
Iнститут математики НАН України

soldatovvo@ukr.net

Знайдено достатнi умови, за яких розв’язки лiнiйних крайових задач
для систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку непе-
рервно залежать вiд параметра у просторi Гельдера Cn+1,α([a, b]), де n ∈ Z,
n ≥ 0, 0 < α ≤ 1 та −∞ < a < b <∞.
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Розглянемо параметризовану числом ε ∈ [0, ε0) сiм’ю лiнiйних крайових
задач вигляду:

y′(t, ε) +A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (1)
B(ε)y(·, ε) = c(ε). (2)

Тут є невiдомою вектор-функцiя y(·, ε) ∈ Cn+1,α([a, b],Cm), де цiле m ≥ 1,
а заданими є довiльнi матриця-функцiя A(·, ε) ∈ Cn,α([a, b],Cm×m), вектор-
функцiя f(·, ε) ∈ Cn,α([a, b],Cm), лiнiйний неперервний оператор

B(ε) : Cn+1,α([a, b],Cm)→ Cm

i вектор c(ε) ∈ Cm. Крайову задачу (1), (2) називаємо тотальною щодо
простору Гельдера Cn+1,α([a, b]).

Теорема 1. Припустимо, що крайова задача (1), (2) при ε = 0, f(·, ε) ≡ 0
i c(ε) = 0 має єдиний розв’язок. Нехай при ε → 0+ виконуються такi
умови:

(i) A(·, ε)→ A(·, 0) у Cn,α([a, b],Cm×m);

(ii) f(·, ε)→ f(·, 0) у Cn,α([a, b],Cm);

(iii) B(ε)y → B(0)y для кожного y ∈ Cn+1,α([a, b],Cm);

(iv) c(ε)→ c(0).

Тодi крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок для достатньо малих
ε > 0, i вiн задовольняє граничну властивiсть

y(·, ε)→ y(·, 0) у Cn+1,α([a, b],Cm) при ε→ 0 + . (3)

Зауважимо, що умови (i) – (iv) є також необхiдними для виконання
властивостi (3) на класi розглянутих крайових задач.
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On application of Fourier-Laplace operator
transformation in convolution algebra of Gevrey

ultradistributions

Solomko A. V.
Precarpathian National University

ansolvas@gmail.com

For constructed operator calculus in [2]-[4] we can consider examples of
calculating Dirac function for generator of n-parametric strongly continuous
semigroup of operators and solve the problem of representation of multiplicative
powers and derivatives for Dirac function from the generator of the semigroup
of fractional integration.

Let X = L1(R+)⊗̃ . . . ⊗̃L1(R+) = L1(Rn+). The semigroup of fractional
integration [0,+∞) 3 t → ft∗ ∈ L[L1(R+)] is defined over the space L1(R+),

where element ft ∈ G′+ is defined by formula ft(s) =
θ(s)st−1

Γ(t)
, s ∈ [0,+∞).

Determine the operator ft∗ as the convolution with the function
ψ ∈ L1(R+), then ft ∗ ψ ∈ L1(R+). In previous formula θ(s) is the Heavi-

side function with support [0,+∞) and Γ(t) =
+∞∫
0

yt−1e−ydy is the gamma

function. The generator of fractional integration semigroup we designate by A.
Thus, ft∗ = etA.

Let us consider the n-parametric semigroup of convolution operators

Rn+ 3 t = (t1, . . . , tn)→ Ft = (ft1∗)⊗ . . .⊗ (ftn∗) ∈ L[L1(Rn+)].

Every operatorAj = I1⊗. . .⊗Ij−1⊗Aj⊗Ij+1⊗. . .⊗In generates one-parametric
strongly continuous semigroup etjAj = I1 ⊗ . . .⊗ Ij−1 ⊗ etjAj ⊗ Ij+1 ⊗ . . .⊗ In
over the space L1(Rn+), where the identity operator Ij = δj∗ is the convolution
with the Dirac function in the variable tj ∈ [0,+∞). Semigroups {etjAj :
tj ∈ [0,+∞)} belong to the algebra L[L1(Rn+)]. So, the generator A of the
n-parametric semigroup can be written as A = (A1, . . . ,An).

Let t → ψτ (t) be L1(Rn+)-valued function of a variable τ ∈ Rn+ from
the space G(Rn+, L1(Rn+)). Then ψ̂τ ∈ Ĝ(Rn+, L1(Rn+)) and the subspace
Ĝ(Rn+, L1(Rn+)) is dense in L1(Rn+).

It is well known that the degrees of the Dirac function can be written as

δm =
1

(2π)m
θ̂∗m, δ =

1

2π
θ̂, m ∈ N. So, the degrees of the Dirac function from
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convolution algebra of Gevrey ultradistributions G′+ we determine by formulae

δ|k|(s) =
1

(2π)|k|
θ̂∗|k|(s), s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn.

The Fourier transformation of functions from G+ is defined by the formula
F : G+ 3 θ∗|k| → θ̂∗|k|, where θ̂∗|k|(s) =

∫
Rn+

e−i(ξ,s)θ∗|k|dξ. We use the main

formula of operator calculus from [4] and compute

δ|k|(A)ψ̂τ =
1

(2π)|k|

∫
Rn+

ξ|k−1|

(k − 1)!

∫
Rn+

(Ft ∗ (Ûtψ̂τ ))(ξ)dtdξ.

For derivatives of the Dirac function the following formulae are known

∂kδ =
1

(2π)n
χ̂k, χk : Rn+ 3 t→ θ(t)(it)|k|,

where t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn, |k| = k1 + . . . + kn, ∂
k = ∂k1

1 · . . . · ∂knn ,

∂
kj
j = (−i)kj ∂

kj

∂t
kj
j

, t|k| = tk1
1 · . . . · tknn , (j = 1, . . . , n).

So, we calculate derivatives of the Dirac function for the generator of fracti-
onal integration by formula

∂kδ(A)ψ̂τ =
1

(2π)n

∫
Rn+

(iξ)|k|
∫
Rn+

(Ft ∗ (Ûtψ̂τ ))(ξ)dtdξ.

[1] Hille E., Phillips R. Functional analysis and semigroups, AMS, Colloquium
Publications, USA, 31 (1957).

[2] Lopushansky O.V., Sharyn S.V., Solomko A.V. Vector-valued functional calculus
for a convolution algebra of distributions on cone, Mat. Stud., Lviv, 35 (1) (2011),
78–90.

[3] Sharyn S.V., Solomko A.V. Operator Fourier-Laplace transformation for
convolution algebra of Roumieu ultradistributions, Applied Problems of Mechani-
cs and Mathematics, IPPMM, Lviv, 9 (2011), 55–62.

[4] Solomko A.V. Оperator representations of algebra of Gevrey ultradistributions
with supports in positive n-dimensional angle, Carpathian Mathematical Publi-
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Екстремальнi елементи та H-квазiопуклi множини в Hn
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Будемо розглядати n-вимiрний гiперкомплексний простiр Hn, n ∈ N,
який є прямим добутком n-копiй тiла кватернiонiв H. Нехай E ⊂ H –
довiльна множина, яка мiстить початок координат O = {0, 0, ..., 0}. Покла-
демо x = (x1, x2, ..., xn), h = (h1, h2, ..., hn), 〈x, h〉 = x1h1 +x2h2 + ...+xnhn.
Множина E∗ = {h|〈h, x〉 6= 1∀x ∈ E} називається спряженою множиною
до множини Е. [6]

Означення 1. Множина E ⊂ Hn називається гiперкомплексно опу-
клою, якщо для довiльної точки x0 ∈ Hn \E iснує гiперплощина, яка про-
ходить через точку x0 i не перетинає Е. [6]

Означення 2.Множина E ⊂ Hn називається сильно гiперкомплексно
опуклою, якщо довiльний її перетин гiперкомплексною прямою γ ациклi-
чний, тобто H̃i(γ

⋂
E) = 0,∀i, де H̃i(γ

⋂
E) – зведена група когомологiй

Александрова-Чеха множини γ
⋂
E з коефiцiєнтами в групi цiлих чисел.

[6]

Нехай E ⊂ H – довiльна множина. Доповнення до об’єднання необмеже-
них компонент множини H\E називається h-комбiнацiєю точок множини
Е та позначається [E]. Якщо Е – довiльна множина в просторi Hn, n > 1, то
скажемо, що точка х належить h-комбiнацiї точок з Е, якщо iснує перетин
множини Е гiперкомплексною прямою γ такий, що x ∈ [E

⋂
γ]. Множи-

ну таких точок з Hn називають h-комбiнацiєю точок Е i позначають [E];
m-кратну h-комбiнацiю визначають за iндукцiєю [E]m = [[E]m−1]. [2]

Означення 3. h-оболонкою множини E ⊂ Hn називається множина
Ê =

⋂
π
π−1[π(E)], де π : Hn → λ – всеможливi лiнiйнi проекцiї множини

на гiперкомплекснi прямi, [π(E)] – h-комбiнацiя точок множини π(E), а
π−1[π(E)] = {x ∈ Hn|π(x) ∈ π(E)} – її повний прообраз. [2], [6]

Теорема 1. Якщо множина Е є h-оболонкою, то E = [E].

Позначимо через ]λ
⋂
E∗[ доповнення в Ho = λo (Ho – одноточкова

компактифiкацiя прямої) до зв’язної компоненти, що мiстить початок ко-
ординат, деякого перерiзу λ

⋂
E∗, де λ – гiперкомплексна пряма, а E∗ –

множина, спряжена до множини Е.
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Теорема 2. Для довiльної множини E ⊂ Hn її h-оболонку можна
зобразити у виглядi Ê = (

⋃
λ

]λ
⋂
E∗[)∗.

З леми 1, яка є аналогом теореми Каратеодорi, враховуючи, що жодна
h-екстремальна точка не може бути отримана h-комбiнацiєю iнших точок
компакта К, випливають наступнi наслiдки.

Лема 1. h-оболонка гiперкомплексно опуклого компакта в Hn спiв-
падає з сукупнiстю не бiльше, нiж n-кратних комбiнацiй своїх h-
екстремальних точок. [2]

Наслiдок 1. Якщо K ⊂ Hn – компакт i K̂ – його h-оболонка, яка спiв-
падає з h-комбiнацiєю [K]m, то кожна h-екстремальна точка множини
K̂ належить К.

Наслiдок 2. Довiльну точку простору Hn, яка належить h-оболонцi
K̂ = [K]m, можна зобразити у виглядi не бiльше, нiж n-кратної комбi-
нацiї точок компакта К.

Наслiдок 3. Для того, щоб h-оболонка гiперкомплексно опуклого
компакта К спiвпадала з ним, необхiдно, щоб всi перерiзи його гiпер-
комплексними прямими γ не мiстили тривимiрних коциклiв, тобто
H3(K

⋂
γ) = 0.

Наслiдок 4. Для того, щоб h-оболонка гiперкомплексно опуклого ком-
пакта К спiвпадала з ним, необхiдно, щоб усi проекцiї його спряженої
множини K∗ на гiперкомплекснi прямi були зв’язними.

Означення 4. h-iнтервалом з центром в точцi х радiуса r називає-
ться перетин вiдкритої кулi радiуса r з центром в точцi х з гiперком-
плексною прямою, яка проходить через точку х. [6]

Означення 5. Точка x ∈ E ⊂ Hn називається h-екстремальною то-
чкою множини Е, якщо в Е немає жодного h-iнтервалу, який мiстить
х. [6]

Означення 6. h-променем назвемо замкнену необмежену ациклiчну
пiдмножину гiперкомплексної прямої з непорожньою межею.

Означення 7. Екстремальним h-променем множини E ⊂ Hn назвемо
h-промiнь H, який належить множинi Е, якщо множина E \H гiперком-
плексно опукла та кожна точка межi променя H буде h-екстремальною
точкою для множини Е. (Це еквiвалентне тому, що жодна точка про-
меня H не буде внутрiшньою для довiльного h-iнтервалу, який належить
множинi Е та має хоча б одну точку за межами H.)

Для множини E ⊂ Hn позначимо: hext E – множину її h-екстремальних
точок, rhext E – множину h-екстремальних променiв, hconv E – h-оболонку
Е.
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Лема 2.Нехай E ⊂ Hn – замкнене сильно гiперкомплексно опукле тiло
(тобто intE 6= ∅) з непорожньою сильно гiперкомплексно опуклою межею
∂F , тодi Е має вигляд E = E1 × Hn−1, де E1 – ациклiчна пiдмножина
прямої H з непорожньою внутрiшнiстю вiдносно цiєї прямої.

Означення 8. Афiнна пiдмножина L називається дотичною до мно-
жини Е, якщо L

⋂
E ⊂ ∂E, L

⋂
E 6= ∅.

Лема 3. Якщо E ⊂ Hn – сильно гiперкомплексно опукла замкнена
множина та L – її дотична гiперкомплексна пряма, то hext(E

⋂
L) =

(hextE)
⋂
L.

Теорема 3. Кожна замкнена сильно гiперкомплексно опукла мно-
жина E ⊂ Hn, яка не мiстить гiперкомплекної прямої, буде h-
оболонкою своїх h-екстремальних точок та h-екстремальних променiв
E = hconv(hextE

⋃
rhextE).

Означення 9. Гiперкомплексно опуклу множину E ⊂ Hn назвемо H-
квазiопуклою множиною, якщо її перетин довiльною гiперкомплексною
прямою γ не мiстить тривимiрного коциклу, тобто H3(γ

⋂
E) = 0.

Теорема 4. Перетин довiльної сiм’ї H-квазiопуклих компактiв буде
H-квазiопуклим компактом.

Лема 4. Якщо всi спiвмножники Ej , j = 1, ..., n, ациклiчнi, то довiль-
ний перетин множини E = E1 × ...×En ⊂ Hn не мiстить тривимiрного
коциклу.

З леми 4 фактично випливає, що декартовий добуток H-квазiопуклих
компактiв буде H-квазiопуклою множиною.

Означення 10. Лiнiйним полiедром називається множина виду E =
{x|fj(x) ∈ Ej , j ∈ J = {1, 2, ..., N}}, де Ej ⊂ H1, fj(x) =

∑n
k=1 ajkxk,

причому довiльнi двi функцiї fk(x), fj(x), k 6= j, є лiнiйно незалежними, а
кожна з функцiй fj вiдображає Е в пiдмножину гiперкомплексної прямої
Ej. [2]

Теорема 5. Компактний лiнiйний полiедр, всi гранi якого не мiстять
трьохвимiрних циклiв, є H-квазiопуклою множиною.

Наслiдок 5. Перетин сильно гiперкомплексно опуклих компактiв буде
H-квазiопуклою множиною.

Теорема 6. Кожен ациклiчний в розмiрностi три гiперкомплексно
опуклий компакт Е буде H-квазiопуклим.

[1] Зелинский Ю. Б. Выпуклость. Избранные главы. — К. : Iн-т математики
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The moment problem on configuration space:
one-dimensional model case

Tesko V.
Institute of Mathematics NAS of Ukraine, Kyiv
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The configuration space Γ over R is defined as the set of all locally finite
subsets (configurations) in R. As usual we identify each γ ∈ Γ with the generali-
zed function

∑
x∈γ δx, where δx is the Dirac delta function at x. Such space

as well as probability measures on them appear naturally in several topics of
mathematics and physics. An important tool to study the configuration space
analysis is the so-called K-transform. This transform maps functions defined
on the space Γ0 of finite configurations into functions defined on the space Γ.

For a probability measure µ on Γ, the so-called correlation measure ρµ
corresponding to µ is a σ-finite measure on Γ0 defined by∫

Γ0

F (η) dρµ(η) =

∫
Γ

(KF )(γ) dµ(γ), F ∈ Fun(Γ0),

where Fun(Γ0) denotes a space of functions F : Γ0 → C. In some applications,
a σ-finite measure ρ on Γ0 appears as a given object and the problem is to show
that this ρ can be seen as a correlation measure for a probability measure on
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Γ. It is known different types of sufficient conditions for this to hold, see works
A. Lenard, Yu. Berezansky, Yu. Kondratiev, T. Kuna, E. Lytvynov and others.

Let D′(R) be the Schwartz space of distributions. Since Γ ⊂ D′(R) and the
mapping

Fun(Γ0) 3 F 7→
∫

Γ0

F (η) dρ(η) ∈ C1

is a linear functional, the above mentioned problem is a particular case of the
following moment problem: for a given functional s over the space Fun(Γ0)
when does there exist a finite Borel measure µ on D′(R) such that

s(F ) =

∫
D′(R)

(KF )(x) dµ(x), F ∈ Fun(Γ0)?

The answer to this and related questions we give in a one-dimensional case.

[1] Volodymyr Tesko, One generalization of the classical moment problem, Methods
Funct. Anal. Topology, 17 (4) (2011), 356-380.

Ортопроекцiйнi поперечники класiв перiодичних
функцiй багатьох змiнних iз заданою мажорантою

мiшаних модулiв неперервностi

Федуник-Яремчук О. В
Схiдноєвропейський нацiональний унiверситет iменi Лесi Українки,

Луцьк
fedunyk@ukr.net

Дослiджуються класи BΩ
p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних, якi

розглянутi в [1] i є аналогами вiдомих класiв Бєсова. Нехай Ω(t) – функцiя
типу мiшаного модуля неперервностi порядку l деякого спецiального виду

Ω(t) = Ω(t1, ..., td) =


d∏
j=1

trj(
log 1

tj

)bj
+

, якщо tj > 0, j = 1, d;

0, якщо
d∏
j=1

tj = 0.

(1)
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Тут розглядаються логарифми за основою 2, крiм того(
log 1

tj

)
+

= max
{

1, log 1
tj

}
. Вважаємо також, що bj < r, j = 1, d, i

0 < r < l.

Це означає, що для функцiї виду (1) виконуються умови Барi-Стєчкiна
[2] (позначаємо (S) i (Sl) ).

Нехай Lq(πd) – простiр 2π-перiодичних по кожнiй змiннiй функцiй
f(x) = f(x1, . . . , xd) зi стандартною нормою, {ui}Mi=1 – ортонормована си-

стема функцiй ui ∈ L∞(πd),
M∑
i=1

(f, ui)ui – ортогональна проекцiя функцiї f

на пiдпростiр, породжений системою функцiй {ui}Mi=1.

Одержано точнi за порядком оцiнки ортопроекцiйних поперечникiв
d⊥M (BΩ

p,θ, Lq), якi визначаються наступним чином

d⊥M (BΩ
p,θ, Lq) = inf

{ui}Mi=1

sup
f∈BΩ

p,θ

∥∥∥f(·)−
M∑
i=1

(f, ui)ui(·)
∥∥∥
q
. (2)

Сформулюємо один iз одержаних результатiв.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ p < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, а Ω(t) задана формулою
(1). Тодi при 1

p −
1
q < r < l, bj <

r
q
p−1 має мiсце спiввiдношення

d⊥M (BΩ
p,θ, Lq) �M

−r+ 1
p−

1
q
(

logM
)−b1−...−bd+(d−1)

(
r− 1

p+ 1
q+( 1

q−
1
θ )+

)
,

де a+ = max{a, 0} .

Цей результат для класiв Brp,θ одержаний А.С. Романюком [3], а для
класiв HΩ

p – М.М. Пустовойтовим [4].

Знайдено також точнi за порядком оцiнки величин (2) при деяких iнших
спiввiдношеннях мiж параметрами p та q.

[1] Sun Yongsheng, Wang Heping, Representation and approximation of multivariate
periodic functions with bounded mixed moduli of smoothness, Тр. мат. ин-та
им. В.А. Стеклова, 219 (1997), 356–377.

[2] Н.К.Бари, С.Б.Стечкин, Наилучшие приближения и дифференциальные
свойства двух сопряженных функций, Тр. Моск. мат. о-ва, 5 (1956), 483–522.

[3] А.С.Романюк, Поперечники и наилучшие приближения классов Brp,θ перио-
дических функций многих переменных, Anal. Math., 37 (2011), 181–213.
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[4] Н.Н.Пустовойтов, Ортопоперечники классов многомерных периодических
функций, мажоранта смешанных модулей непрерывности которых содер-
жит как степенные, так и логарифмические множители, Anal. Math., 34
(2008), 187–224.

Growth regularity of arguments of meromorphic functions
of completely regular growth in the punctured plane

Khrystiyanyn A. Ya.
Ivan Franko National University of Lviv

khrystiyanyn@ukr.net

Vyshynskyi O. S.
Ivan Franko National University of Lviv

vyshynskyi@ukr.net

Let f be a meromorphic function in C∗ = C\{0}. By A∗ denote C∗ without
the intervals {z = τcj , τ ≥ 1} if |cj | > 1, and {z = τcj , 0 ≤ τ ≤ 1} if |cj | < 1,
where cj is a zero or pole of f . Let f̃(z) = f(z)

∏
|aj |=1

(z − aj)−1
∏
|bj |=1

(z − bj),

where aj is a zero and bj is a pole of f . Then [1] there exists m ∈ Z such that
for every closed path γ in A∗

∫
γ

F ′(z)
F (z) dz = 0, where F (z) = z−mf̃(z).

Let λ be a function of moderate growth defined over [1,+∞), and λ1(r) =
+∞∫
1

λ(t)
t dt. Let T0(r, f) is the Nevanlinna characteristic of f [2], [1].

Означення 1 ([1]). A meromorphic in C∗ function f is said to be of finite
λ-type, in which case we write f ∈ Λ, if T0(r, f) ≤ Bλ(Cr) for some constants
B, C and all r, r ≥ 1.

Означення 2 ([3]). We say that a meromorphic in C∗ function f is of the
first type completely regular growth (c.r.g.1) with respect to λ if f ∈ Λ and for
all k ∈ Z there exist lim

r→+∞
ck(r,f)
λ(r) =: c1k and lim

r→+∞
ck( 1

r ,f)

λ(r) =: c2k.

Означення 3 ([3]). We say that a meromorphic in C∗ function f is of the
second type completely regular growth (c.r.g.2) with respect to λ if f ∈ Λ and
for all k ∈ Z there exist lim

r→+∞
ck(r,f)+ck( 1

r ,f)

λ(r) =: c∗k.
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If f is of c.r.g.1 then the functions h1(θ, f) =
∑
k∈Z

c1ke
ikθ, h2(θ, f) =∑

k∈Z
c2ke

ikθ are called the growth indicators of f. In case of c.r.g.2 the growth

indicator of f is h(θ, f) =
∑
k∈Z

c∗ke
ikθ.

Теорема 4. Let λ be a function of moderate growth, λ1 defined as above, f
be a meromorphic in C∗ function of c.r.g.1 with respect to λ, and h1, h2 be the
growth indicators of f . Then for all p ∈ [1,+∞) 1

2π

2π∫
0

∣∣argF (reiθ) + λ1(r)h′1(θ, f)
∣∣p dθ


1
p

= o(λ1(r)), r → +∞,

 1

2π

2π∫
0

∣∣∣∣argF (
1

r
eiθ)− λ1(r)h′2(θ, f)

∣∣∣∣p dθ


1
p

= o(λ1(r)), r → +∞.

Теорема 5. Let λ be a function of moderate growth, λ1 defined as above, f be
a meromorphic in C∗ function of c.r.g.2 with respect to λ, and h be the growth
indicator of f . Then for all p ∈ [1,+∞) 1

2π

2π∫
0

∣∣∣∣argF (reiθ)− argF (
1

r
eiθ) + λ1(r)h′(θ, f)

∣∣∣∣p dθ


1
p

= o(λ1(r)), r → +∞.

[1] Kondratyuk A., Laine I. Meromorphic functions in multiply connected domains
// Fourier series method in complex analysis (Merkrijärvi, 2005), Univ. Joensuu
Dept. Math. Rep. Ser., 10 (2006), p. 9-111.

[2] Khrystiyanyn A.Ya, Kondratyuk A.A. On the Nevanlinna theory for
meromorphic functions on annuli. I // Mat. Stud. 2005. Vol. 23 (1). P. 19-30.

[3] Goldak M., Khrystiyanyn A. Holomorphic functions of completely regular growth
in the punctured plane // Visnyk Lviv. Univ. Ser. Mech. Math., 2011, Issue 75,
p. 91-96. (in Ukrainian)
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Алгебра симетричних аналiтичних функцiй на
просторi `1(A)

Чернега I. В.
IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАН України

icherneha@ukr.net

У доповiдi розглядається алгебра всiх A-значних симетричних аналiти-
чних функцiй обмеженого типу на `1(A), де A — деяка комутативна бана-
хова алгебра. Вводяться поняття симетричного полiнома та симетричної
аналiтичної функцiї обмеженого типу на `1(A). Використовуючи напра-
цьованi в роботах [1, 2] методи, дослiджуються комплекснi гомоморфiзми
алгебри A-значних симетричних аналiтичних функцiй обмеженого типу на
`1(A).

[1] I. Chernega, P. Galindo, and A. Zagorodnyuk, Some algebras of symmetric
analytic functions and their spectra, Proc. Edinburgh Math. Soc., 55 (2012),
125–142.

[2] I. Chernega, P. Galindo, and A. Zagorodnyuk, The convolution operation on the
spectra of algebras of symmetric analytic functions, J. Math. Anal. Appl., 395
(2012) 569—577.

Про деякi властивостi мероморфних розв’язкiв
лiнiйного диференцiального рiвняння третього

порядку

Шавала О. B.
Дрогобицький державний педагогiчний унiверситет iменi Iвана Франка

olena.shvl@gmail.com

Нехай Λ = {λk} – послiдовнiсть комплексних чисел λk, яка не має точок
скупчення в C i P = {pk} – послiдовнiсть натуральних чисел, pk ≥ 2 .
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Теорема. Для заданих послiдовностей Λ i P iснують мероморфнi функцiї
A1 з полюсами не вище другого порядку i A0 з полюсами не вище третього
порядку такi, що рiвняння

f ′′′ − 3f ′1
f1

f ′′ +A1f
′ +A0f = 0

має фундаментальну систему мероморфних розв’язкiв {f1; f2; f3}, де
(f2/f1)′ є цiлою функцiєю з нулями в точках λk кратностi pk+1, а (f3/f1)′

є мероморфною функцiєю без нулiв з полюсами в точках λk кратностi pk.

Оскiльки для рiвняння f ′′′ + A1f
′ + A0f = 0 розкриття визначника

Вронського

W =

∣∣∣∣∣∣
f1 f2 f3

f ′1 f ′2 f ′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3

∣∣∣∣∣∣ = 1

приводить до громiстких обчислень, то ми не користуємось безпосередньо
методом, який застосовується при розглядi подiбних питань для рiвняння
f ′′ +A0f = 0 (див. наприклад [1]).

[1] Е. Шавала, О последовательностях нулей и полюсов фундаментальных си-
стем решений уравнения f ′′ + Af = 0, Международная научная конферен-
ция «Спектральные задачи, нелинейный и комплексный анализ», Уфа, 2015.
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