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Передмова
Протягом останнiх десяти – п’ятнадцяти рокiв теорiя часових рядiв
переживає справжню революцiю. З’явилась величезна кiлькiсть но-
вих прикладних статистичних моделей, ґрунтовне математичне до-
слiдження яких тiльки починається. Звичайно, запровадження i ви-
вчення нових моделей було обумовлене насамперед практичними по-
требами. У зв’язку з суттєво якiсними змiнами економiчних ринкiв,
виникненням нових технологiй, iнформацiйною революцiєю, вiдпо-
вiдно змiною поведiнки людини i всього суспiльства, стало зрозумi-
ло, що потрiбнi новi математичнi засоби для їх адекватного опису i
прогнозування. Старi класичнi методи, якi базувались на припуще-
ннях стацiонарностi вже не вiдображали швидкозмiнних, нелiнiйних
процесiв. З iншого боку, пiсля ґрунтовного розвитку теорiї стацiонар-
них, лiнiйних, гаусових моделей природним наступним кроком стала
вiдмова вiд таких припущень, узагальнення отриманих результатiв.
Спочатку це була адаптацiя розробленої математичної технiки та
засобiв до моделей, якi мали в собi певнi елементи схожостi до вже
вивчених. На сучасному етапi з’являється все бiльше якiсно нових
моделей та методiв їхнього дослiдження. Можна вважати, що зараз
цi роздiли теорiї часових рядiв у стадiї становлення.

Класичний пiдхiд до побудови моделi часового ряду полягає у
розкладi його на декiлька компонент, природа кожної з яких прин-
ципово вiдмiнна вiд iнших. Далi кожна складова аналiзується спе-
цифiчними для неї методами. Найчастiше на практицi розглядають
розклад часового ряду yt:

yt = trt + st + rt

Компонента trt вiдповiдає складовiй, яка змiнюється повiльно i на-
зивається трендом. Це може бути як просто стала, так i многочлен,
експонента чи iнша подiбна функцiя. Тренд звичайно описує довго-
тривалi тенденцiї явища. Компонента st вiдповiдає скалодовiй, яка
змiнюється перiодично i називається сезонною або циклiчною ком-
понентою. Ця компонента часто описує сезоннi явища у виробництвi
протягом року або економiчнi циклiчностi. Звичайно складовi trt та
st детермiнiстичнi функцiї. За випадковiсть у спостереженнях вiдпо-
вiдає rt. Основний напрямок розвитку теорiї часових рядiв якраз є
моделювання i аналiз процесу rt.
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Роздiл 1

Часовi ряди

В сучаснiй статистичнiй теорiї iснує багато рiзноманiтних методiв
прогнозування iнформацiї. Значна їх частина вiдноситься до прогно-
зування часових рядiв. Особливiстю прогнозування часових рядiв є
те, що аналiзуються лише данi спостережень без додаткової iнфор-
мацiї, без аналiзу впливу зовнiшнiх сил. Звичайно, такий аналiз ви-
глядає досить неповним, але доволi часто прогнози часових рядiв є
бiльш точними. Нехай y1, y2,..., yT – значення спостережень за де-
яким процесом протягом Т перiодiв. Ця послiдовнiсть є числовими
значеннями, кожне з яких має вiдповiдний iндекс, який залежить вiд
номера перiоду, в який вiн спостерiгався. Така послiдовнiсть, записа-
на у порядку зростання iндексу, називається часовим рядом. Будемо
позначати часовий ряд з Т елементами {YT }.

1.1 Адитивна та мультиплiкативна моделi
часових рядiв

Будь-який часовий ряд можна представити як суму детермiнованого
та випадкового компонентiв:

yt = dt + rt, t = 1, T .

В свою чергу детермiнований компонент складається з трьох частин:
трендового, сезонного, циклiчного компонентiв.

dt = trt + st + ct, t = 1, T .

9
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Таким чином, будь-який часовий ряд можна розглядати як суму:

yt = trt + st + ct + rt, t = 1, T .

Такий вигляд часового ряду отримав назву адитивної моделi. Якщо
ж замiсть реальних значень компонентiв використовувати їх логари-
фми, то отримаємо мультиплiкативну модель (t = 1, T ):

ln yt = ln trt + ln st + ln ct + ln rt, або yt = trt · st · ct · rt.

Детермiнований компонент змiнюється за певними правилами, якi
можуть бути визначенi за допомогою дослiджень i вiдповiдного ана-
лiзу часового ряду. Як правило, одним з основних параметрiв, вiд
яких залежить детермiнований компойент, є час.

Аналiз часового ряду починається з видiлення трендового компо-
нента. Його присутнiсть неважко помiтити, проаналiзувавши графiк
часового ряду. Дослiдники мають змогу описувати такi змiни за до-
помогою кривих, якi можна задати в аналiтичному виглядi.

Сезонний компонент показує коливання навколо трендового ком-
понента. Наприклад, його наявнiсть для економiчних часових рядiв
пояснюється сезонним характером виробництва та споживання. Го-
ловна iдея видiлення сезонних коливань полягає у порiвняннi даних
за вiдповiднi перiоди, а не за минулi перiоди.

Циклiчний компонент займає промiжне мiсце мiж трендом та се-
зонним компонентом. Тренд – це гладка змiна, яка проявляється на
великому промiжку часу. Сезонний компонент – це перiодична фун-
кцiя, що залежить вiд часу, причому його перiод значно менший за
перiод спостережень. Циклiчний компонент розглядається, в основ-
ному, як гладка змiна, залежна вiд часу, але яка не включається нi
до тренду, нi до сезонного компонента.

Випадковий компонент є те, що залишилось вiд часового ряду
пiсля виключення тренду, циклiчного та сезонного компонентiв. Ча-
стина таких ефектiв може бути вiднесена до непередбачених приро-
дних катаклiзмiв (землетруси, пожежi, тощо), частина – до випад-
кових дiй людей. За наявностi випадкової компоненти неможливо
прогнозувати значення часового ряду без помилки. Але будь-який
реальний процес включає випадковий компонент.

Вiд значення кожного компонента залежить значення часового
ряду у кожний перiод спостережень. Але не завжди представляє-
ться можливим характеризувати кожний компонент окремо. Iнодi
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краще робити прогноз вiдносно всiєї моделi, нiж намагатися видiли-
ти кожний компонент окремо.

1.2 Мiри точностi прогнозiв

Розробка прогнозу вимагає оцiнки його точностi та надiйностi. То-
чнiсть i надiйнiсть прогнозiв – широко поширенi в прогностичнiй
лiтературi термiни, сенс яких, як це уявляється на перший погляд,
цiлком очевидний. Проте змiст цих термiнiв часто тлумачиться до-
статньо суб’єктивно.

Про точнiсть прогнозу прийнято судити по розмiру помилки про-
гнозу – рiзницi мiж прогнозним i фактичним значенням дослiджува-
ної змiнної. Проте такий пiдхiд до оцiнки точностi можливий тiльки
в двох випадках. По-перше, коли перiод попередження вже закiнчив-
ся, i дослiдник має фактичнi значення змiнної. При короткостроко-
вому прогнозуваннi це цiлком реально. По-друге, коли прогноз роз-
робляється, тобто прогнозування здiйснюється для деякого моменту
часу в минулому, для котрого вже є фактичнi данi. При цьому на-
явна iнформацiя дiлиться на двi частини. Одна з них, що охоплює
бiльш раннi данi, служить для оцiнювання параметрiв прогностичної
моделi, а бiльш пiзнi данi розглядаються як реалiзацiї вiдповiдних
прогностичних оцiнок. Отриманi ретроспективно помилки прогнозу
якоюсь мiрою характеризують точнiсть застосованої методики про-
гнозування i можуть виявитися корисними при зiставленнi декiлькох
методiв. У той же час, розмiр помилки ретроспективного прогнозу
не можна розглядати як остаточний доказ придатностi, або навпаки,
непридатностi застосовуваного методу прогнозування. До неї варто
ставитися з вiдомою обережнiстю i при її застосуваннi в якостi мiри
точностi необхiдно враховувати, що вона отримана при використан-
нi лише частини наявних даних. Проте ця мiра точностi має бiльшу
наочнiсть i теоретично бiльш надiйна, нiж похибка прогнозу, обчи-
слена для перiоду, характеристики котрого вже були використанi
при оцiнюваннi параметрiв моделi. У останньому випадку похибки,
як правило, будуть незначними i мало залежнi вiд теоретичної об-
грунтованостi, застосованої для прогнозування моделi.

У зв’язку з перевiркою точностi прогнозiв необхiдно зробити ще
одне зауваження. Так, якщо для ретроспективного прогнозування
застосовується модель, що мiстить одну або декiлька екзогенних
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змiнних, то точнiсть прогнозу буде значною мiрою залежати вiд того,
наскiльки точно визначенi значення цих змiнних на перiод попере-
дження. При цьому можливi два шляхи: скористатися фактичними
значеннями екзогенних змiнних (так званий прогноз ex post) i очiку-
ваними їхнiми значеннями (так званий прогноз ex ante). Природно,
що точнiсть прогнозу ex post, що, як правило, i одержують при пере-
вiрцi, буде вище, нiж точнiсть прогнозу ex ante, тому що в першому
випадку буде виключений вплив похибки у значеннях екзогенних
змiнних.

Перевiрка точностi одного прогнозу мало що може сказати дослi-
днику. Гарний одиничний прогноз може бути отриманий i по поганiй
моделi, i навпаки. Звiдси випливає, що про якiсть прогнозiв засто-
совуваних методик i моделей можна судити лише по сукупностi зi-
ставлень прогнозiв i їхньої реалiзацiї.

Найбiльш простою мiрою якостi прогнозiв за умови, що є данi про
їхню реалiзацiю, може стати вiдносне число випадкiв, коли факти-
чна реалiзацiя охоплювалася iнтервальним прогнозом, до загального
числа прогнозiв, тобто

η =
m

m+ n
,

де m – кiлькiсть прогнозiв, пiдтверджених фактичними даними; n –
кiлькiсть прогнозiв, не пiдтверджених фактичними даними.

Для мiри точностi прогнозiв частiше використовуються такi ха-
рактеристики: MSE, RMSE, MAD, RMSE, МАРЕ. Нехай ŷt – прогноз
значення часового ряду у t-тому перiодi, тодi:

MSE =
1
n

∑
t

(yt − ŷt)2

– середнє квадратiв похибок прогнозу за n крокiв.

RMSE =
√
MSE

– середньоквадратична похибка прогнозу за n крокiв.

MAD =
1
n

∑
t

|yt − ŷt|

– середня абсолютна похибка за n крокiв.

RMSPE = 100

√√√√ 1
n

∑
t

(
yt − ŷt
yt

)2
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– середньоквадратичне значення вiдносних до фактичних значень
похибок за n крокiв (у вiдсотках).

MAPE =
100
n

∑
t

∣∣∣∣yt − ŷtyt

∣∣∣∣
– середнє значення абсолютних величин вiдносних похибок за n кро-
кiв (у вiдсотках).

На практицi цi характеристики використовуються досить часто.
Першi три критерiї виражають похибку у одиницях вимiру i тому їх
величина залежить вiд специфiки часового ряду. Останнi два кри-
терiї вимiрюються у вiдносних одиницях, тому можна говорити про
деякий загальний рiвень адекватностi моделi на основi їх порiвнян-
ня.

МАРЕ, RMSE Точнiсть прогнозу
менше 10% Висока
10% – 20% Добра
20% – 40% Задовiльна
40% – 50% Погана
бiльше 50% Незадовiльна

Взагалi кажучи, наведенi значення не є постiйними i змiнюються
в залежностi вiд мети прогнозування. Дослiдник сам встановлює ме-
жi показника точностi, якi його задовольняють.

Вище наведенi мiри якостi прогнозiв розглядалися за умови, що
дослiдник має iнформацiю про iстиннi значення часового ряду, що
вiн оцiнював у ходi розробки прогнозiв. Такi мiри якостi, безсум-
нiвно, являють цiннiсть при вивченнi рiзноманiтних методик про-
гнозування. Проте в практичнiй роботi проблему точностi прогнозу
треба вирiшувати, як правило, тодi, коли перiод попередження ще
не пройшов, i iстинне значення прогнозованої змiнної невiдомо. У
цьому випадку проблема точностi може розглядатися в планi зiстав-
лення апрiорних якостей, властивостей, властивим альтернативним
прогностичним моделям.

Ефективнiсть методу прогнозування залежить вiд багатьох чин-
никiв. На практицi дослiдник має досить велику свободу вибору не
тiльки типу моделi, але i кiлькостi введених до неї параметрiв. Ви-
дiляють такi критерiї:
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• кiлькiсть зусиль, що витрачаються на побудову моделi i наяв-
нiсть готових машинних програм;

• швидкiсть, iз яким метод уловлює iстотнi змiни у поведiнцi ря-
ду, наприклад, раптовий зсув математичного сподiвання або
збiльшення кута нахилу лiнiї тренду;

• iснування серiйної кореляцiї у помилках;

• незмiнюванiсть первинних даних;

• повний обсяг роботи в деяких сферах дiяльностi - тисячi рядiв
щомiсяця потребують оновлення, невеликi витрати i швидкiсть
мають першорядне значення;

• термiновiсть прогнозування.

Практика розробки рiзноманiтного роду прогнозiв спирається на
цiлу систему методiв, серед яких статистичнi методи прогнозування
займають важливе мiсце. Вирiшальну роль у статистичному пiдходi
до прогнозування грає вибiр вiдповiдної моделi, що, будучи наповне-
ної числовими параметрами, стає безпосереднiм iнструментом про-
гнозування – предиктором. Володiючи предиктором, можна одержа-
ти варiанти прогнозу, що вiдповiдають визначеним гiпотезам i умо-
вам, врахованим при його побудовi. Мета статистичної моделi – не за-
мiнити судження i досвiд спецiалiста, а дати йому в руки iнструмент,
що дозволяє бiльш глибоко проникнути в сутнiсть дослiджуваних
явищ, iнструмент, у якому специфiчним чином узагальнена i зведе-
на у систему рiзноманiтна статистична iнформацiя. Одержуванi на
основi предикторiв прогнози мають сенс тiльки в рамках тих умов,
гiпотез i припущень, що були врахованi при розробцi вiдповiдних
статистичних моделей i при їхньому застосуваннi для прогнозуван-
ня. Таким чином, розробка i застосування моделей у прогностичних
цiлях припускають поглиблений статистичний аналiз дослiджувано-
го об’єкта.

1.3 Лаговий оператор

Особливе значення при роботi з часовими рядами має лаговий опе-
ратор. Зазвичай його позначають B (вiд англiйського back-shift) або
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L (вiд нiмецького der Lagoperator). За його допомогою можна отри-
мувати значення часового ряду як функцiї вiд його iнших значень.
Зокрема, Byt = yt−1 i, отже, Bkyt = yt−k, B−kyt = yt+k, B0yt = yt.
Для довiльного полiнома з дiйсними коефiцiєнтами

Pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

маємо значення дiї полiномiального лагового оператора на значення
часового ряду

Pn(B)yt = a0yt + a1yt−1 + a2yt−2 + . . .+ anyt−n.

1.4 Стацiонарнiсть часових рядiв
Для будь-якого часового ряду можна знайти деякi числовi характе-
ристики. Аналогiчно методам математичної статистики, для часо-
вого ряду, як i для будь-якої вибiрки, знаходять основнi моменти.
Для аналiзу часових рядiв найважливiшими моментами є математи-
чне сподiвання, дисперсiя, коварiацiя. Математичним сподiванням
часового ряду {YT } є функцiя

µt = Eyt =

+∞∫
−∞

xdFt(x),

де Ft(x) = P(yt < x) – функцiя розподiлу yt, t = 1, T .
Дисперсiя часового ряду {YT } визначається за формулою:

D(yt) = E(yt − µt)2.

Нарештi, автоковарiацiя часового ряду {YT } дорiвнює:

cov(yt, yt−j) = E(yt − µt)(yt−j − µt−j), j = 1, 2, . . .

Часовий ряд є стацiонарним, якщо

• математичне сподiвання µt = µ <∞ для всiх t = 1, T ,

• дисперсiя D(yt) = γ0 <∞ для всiх t = 1, T ,

• автоковарiацiя j-того порядку cov(yt, yt−j) = γj < ∞ для всiх
t = 1, T , j = 1, 2, 3, . . ..
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Таким чином, стацiонарний часовий ряд повинен мати сталi та скiн-
ченнi математичнi сподiвання та дисперсiю для кожного перiоду ча-
су, а також сталу i скiнченну автоковарiацiю будь-якого порядку в
усi моменти часу.

Оцiнками цих моментiв часового ряду є статистики:

• математичне сподiвання

µ̂ =
1
T

T∑
t=1

yt;

• дисперсiя

µ̂0 =
1

T − 1

T∑
t=1

(yt − µ̂)2;

• автоковарiацiя j-того порядку

µ̂j =
1

T − j

T∑
t=j+1

(yt − µ̂)(yt−j − µ̂).

Вище наведенi значення можуть бути доволi рiзними для рiзнома-
нiтних часових рядiв. Було б важко розробити методи для аналi-
зу такої несхожої iнформацiї. Тому був розроблений подiл часових
рядiв на класи в залежностi вiд властивостей його числових хара-
ктеристик. Одним з найважливiших подiлiв часових рядiв є понят-
тя стацiонарностi. Звичайно, жоден з рядiв, що представляє реаль-
ну iнформацiю про процес, який вiдбувається в часi, не може бути
iдеально стацiонарним. Але якщо для деякого часового ряду з де-
яким наближенням виконуються умови стацiонарностi, то для його
аналiзу можна використати широкий спектр методiв аналiзу та про-
гнозування стацiонарних часових рядiв. Така методологiя детально
розглядається у третьому роздiлi.

1.5 Функцiя автокореляцiї
Крiм вищенаведених характеристик при аналiз часових рядiв засто-
совується автокореляцiя та автокореляцiйна функцiя. Автокореля-
цiя j-того порядку визначається за допомогою рiвностi:

ρj =
cov(yt, yt−j)

D(yt)
=
γj
γ0
.
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Цей коефiцiєнт визначає ступiнь залежностi мiж спостереженнями,
якi знаходяться на вiдстанi j перiодiв. Якщо побудувати залежнiсть
ρj на графiку, то отримаємо корелограму. Вона представляє деяку
криву, що показує як змiнюється взаємовплив мiж спостереженнями
в залежностi вiд вiдстанi мiж ними в часi. Тлумачення значень фун-
кцiї автокореляцiї та її поведiнки не є легкою справою. Розглянемо
декiлька можливостей.

1. Випадковий процес. Якщо спостерiгається абсолютно випадко-
вий процес з великою кiлькiстю даних, то ρj = 0 при всiх не-
нульових значеннях j.

2. Короткотермiнова залежнiсть. Стацiонарнi процеси часто-
густо мають короткотермiнову залежнiсть мiж спостереження-
ми, що проявляється в тому, що декiлька перших коефiцiєнтiв
автокореляцiї є вiдносно великими в абсолютному значеннi по
вiдношенню до всiх iнших, якi наближаються до нуля. Якщо
першi коефiцiєнти є додатними, то присутня додатна автоко-
реляцiя, якщо ж першi коефiцiєнти автокореляцiї постiйно змi-
нюють свiй знак, то спостерiгається вiд’ємна автокореляцiя.

3. Нестацiонарнi процеси. Часовi ряди, якi мають чiткий трен-
довий компонент, значення ρj не буде наближатися до нуля,
навiть при досить великих j. Тому, як правило, пiдрахунок
функцiї автокореляцiї застосовують тiльки для стацiонарних
часових рядiв.

4. Сезоннi коливання. При наявностi сезонних коливань корело-
грама представлятиме, як правило, затухаючi хвилi однакової
частоти. Якщо видiлити сезонний компонент, то функцiя авто-
кореляцiї покаже справжню залежнiсть мiж спостереженнями
у часi.

Для кращого розумiння корелограми рекомендується будувати
залежнiсть yt−j вiд yt i не забувати, що для будь-якого j вiрна рiв-
нiсть ρj = ρ−j .

1.6 Функцiя правдоподiбностi
На сучасному етапi розвитку статистики, метод максимальної прав-
доподiбностi став ключовим методом аналiзу. Загальне розповсю-
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дження цього методу викликано багатьма причинами. По-перше, за
його допомогою можна отримувати найкращi оцiнки. По-друге, ще у
1976 роцi було показано, що багато методiв оцiнювання, такi як двох-
та трьохетапний метод найменших квадратiв та iн., можуть бути iн-
терпретованi як наближення до оцiнок, отриманих за методом ма-
ксимальної правдоподiбностi. Iншими словами, цей метод дозволяє
отримувати спроможнi та асимптотично ефективнi оцiнки. По-третє,
цей метод є дуже загальним, що дозволяє використовувати його для
широкого класу задач. По-четверте, незважаючи на вiдносну скла-
днiсть методу та необхiднiсть чiтко знати форму функцiї розподiлу,
з розвитком комп’ютерної технiки, вченi позбулися проблем з пiдра-
хунком необхiдних оцiнок. По-п’яте, за допомогою вiдповiдних фун-
кцiй правдоподiбностi вiдбувається тестування гiпотез. Таким чи-
ном, можна сказати, що зараз метод максимальної правдоподiбностi
є унiверсальним методом отримання оцiнок при аналiзi часових ря-
дiв. Основна iдея застосування методу полягає в тому, що ми припу-
скаємо, що данi мають деякий iмовiрнiсний розподiл i обраховуємо
ймовiрнiсть шуканої подiї. Це у загальному випадку залежить вiд
деяких невiдомих параметрiв. Використовуючи данi, ми можемо ма-
ксимiзувати iмовiрнiсть цiєї подiї. Коефiцiєнти, при яких досягається
максимум iмовiрностi вiдповiдної подiї є необхiдними оцiнками пара-
метрiв. Iнодi дуже важко знайти цi оцiнки у аналiтичному виглядi. В
такому разi використовуються чисельнi методи оптимiзацiї функцiї
правдоподiбностi.

Максимiзацiя функцiї правдоподiбностi Розглянемо побудо-
ву функцiї правдоподiбностi бiльш детально. Нехай {YT } є вибiрка,
яка має ймовiрнiсний розподiл P(y/A), де A – набiр невiдомих па-
раметрiв. Припустимо, що yt є незалежними, кожне iз ймовiрнiсним
розподiлом P(yt/A), та сумiсний розподiл всiєї сукупностi {YT } за-
дається рiвнiстю

P(y1, y2, . . . , yT /A) =
T∏
t=1

P(yt/A).

Для вiдповiдi на питання, яке саме значення A максимiзує ймо-
вiрнiсть спостерiгання саме такої вибiрки {YT }, ми повиннi максимi-
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зувати функцiю правдоподiбностi:

L(A) =
T∏
t=1

P(yt/A).

Для подальшої оптимiзацiї необхiдно точно знати розподiл вибiрки.
В загальному випадку нi функцiя правдоподiбностi, нi її логарифм
не є лiнiйними, тому найти максимум функцiї правдоподiбностi в
аналiтичному виглядi дуже важко. Таким чином потрiбно викори-
стовувати чисельнi методи знаходження максимуму функцiї. Наве-
демо загальний алгоритм таких методiв.

1. Покласти початковi значення для вектора A.

2. Визначаємо напрям руху для Ai, в якому значення L(Ai) збiль-
шується.

3. Визначаємо довжину кроку та визначаємо нове значення Ai+1.

4. Перевiряємо критерiй зупинки; якщо необхiдно алгоритм про-
довжити, то покладаємо i = i + 1 та повертаємося до кроку 2.
Звичайним критерiєм зупинки є |L(Ai+1) − L(Ai)| < δ, де δ –
наперед задане мале число.

Перевiрка гiпотез за допомогою функцiї правдоподiбностi
Тепер розглянемо критерiї перевiрки гiпотези H0 про значення па-
раметрiв процесу проти альтернативної H1 в загальному випадку
(без жодних обмежень). Iснує три основних класи тестових стати-
стик: тест Вальда, тест за допомогою множникiв Лагранжа, тест на
основi вiдношень значень функцiї правдоподiбностi. Всi цi три кри-
терiї мають своєю основою максимiзацiю функцiї правдоподiбностi.
Вони є асимптотично еквiвалентними. Ключовою рiзницею мiж ци-
ми трьома пiдходами є вибiр оцiнки для розрахункiв.

Метод вiдношення значень функцiї правдоподiбностi є найстарi-
шим з усiх цих тестiв i був розроблений Нейманом та Пiрсоном у
1928 роцi. Основна суть методу полягає у порiвняннi значень фун-
кцiї правдоподiбностi при умовi H0 та при умовi H1. Вiдношення
значень функцiї правдоподiбностi свiдчить на користь однiєї чи iн-
шої гiпотези. Статистика

LRT = 2 (lnL(A0)− lnL(A1)) ,



20 Роздiл 1. Часовi ряди

де A0, A1 вiдповiдно множини параметрiв, що вiдповiдають гiпоте-
зам H0, H1, має розподiл Пiрсона (χ2

m) з кiлькiстю ступенiв волi
рiвною кiлькостi обмежень щодо параметрiв в гiпотезi H0. Порiв-
нявши LRT з квантилем χ2

m порядку 1−α розподiлу Пiрсона, роби-
мо висновок про узгодження гiпотези H0 iз спостереженнями, якщо
LRT < χ2

m, i гiпотеза вiдхиляється в iншому випадку. При цьому
ймовiрнiсть помилки обмежується зверху значенням α.

1.7 Порядок аналiзу часових рядiв

Звичайно, метою прикладного статистичного аналiзу часових рядiв
є побудова математичної моделi ряду, за допомогою якої можна по-
яснити поведiнку ряду i здiйснити прогноз на майбутнi перiоди.

Побудова i вивчення графiка. Аналiз часового ряду починає-
ться з побудови i вивчення його графiка. Якщо нестацiонарнiсть ча-
сового ряду очевидна, то першою справою треба видiлити нестацiо-
нарну складову ряду. Процес видiлення тренду та iнших компонент
ряду, що призводять до порушення стацiонарностi, може проходити
в декiлька етапiв. На кожному з них розглядається ряд залишкiв,
отриманий у результатi вирахування з вихiдного ряду пiдiбраної мо-
делi тренду, або результат рiзницевих i iнших перетворень ряду. Крiм
графiкiв, ознаками нестацiонарностi часового ряду можуть служи-
ти автокореляцiйна функцiя, що прямує не до нуля (за винятком
дуже великих значень лагiв) i наявнiсть яскраво виражених пiкiв
на низьких частотах у перiодограмi. За допомогою автокореляцiй-
ної функцiї дослiджують також внутрiшнi зв’язки мiж елементами
часових рядiв.

У вибiркових дослiдженнях найпростiшi числовi характеристики
описової статистики (середнє, медiана, дисперсiя, стандартне вiдхи-
лення, коефiцiєнти асиметрiї й ексцесу) звичайно дають достатньо
iнформативне уявлення про вибiрку. Графiчнi методи уявлення й
аналiзу вибiрок при цьому грають лише допомiжну роль, дозволяю-
чи краще зрозумiти локалiзацiю i концентрацiю даних, їхнiй закон
розподiлу. Роль графiчних методiв при аналiзi часових рядiв цiлком
iнша. Табличне уявлення тимчасового ряду й описових статистикiв
чашi усього не дозволяє зрозумiти характер процесу, у той час як за
графiком тимчасового ряду можна зробити досить багато висновкiв.
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Надалi вони можуть бути перевiренi й уточненi за допомогою розра-
хункiв. Людське око досить упевнено визначає за графiком часового
ряду:

• наявнiсть тренду i його характер;

• наявнiсть сезонних i циклiчних компонент;

• ступiнь повiльностi або переривчастостi змiн послiдовних зна-
чень ряду пiсля усунення тренду (по цьому показнику можна
судити про характер i розмiр кореляцiї мiж сусiднiми елемен-
тами ряду).

Так графiчний аналiз ряду звичайно задає напрямок його подаль-
шого аналiзу.

Вибiр моделi для часового ряду. Пiсля того, як вихiдний про-
цес максимально наближений до стацiонарного, можна приступити
до вибору рiзноманiтних моделей отриманого процесу. Мета цього
етапу – опис i урахування надалi аналiзу кореляцiйної структури
аналiзованого процесу. Модель може вважатися пiдiбраною, якщо
залишкова компонента ряду є процесом типу, як правило, "бiлого
шуму"1. Пiсля пiдбору залишки аналiзуються для перевiрки адеква-
тностi моделi та побудови надiйних iнтервалiв.

Прогнозування або iнтерполяцiя. Останнiм етапом аналiзу ча-
сового ряду може бути прогнозування його майбутнiх (екстраполя-
цiя) або вiдновлення пропущених (iнтерполяцiя) значень i визначен-
ня точностi цього прогнозу на базi пiдiбраної моделi. Добре пiдiбрати
математичну модель вдається не для всякого часового ряду. Нерiдко
буває i так, що для опису пiдходять вiдразу декiлька моделей. Не-
однозначнiсть вибору моделi може спостерiгатися як на етапi видi-
лення детермiнованого компонента ряду, так i при виборi структури
ряду залишкiв. Тому досить часто розробляють декiлька прогнозiв,
зроблених за допомогою рiзних моделей.

1Поняття бiлого шуму буде розглянуто в пунктi 3.1



22 Роздiл 1. Часовi ряди

1.8 Розбиття часових рядiв
Рiзнi часовi ряди можуть бути утворенi за допомогою спостережень
над певними процесами через рiзнi часовi iнтервали. Наприклад,
бiльшiсть макроекономiчної iнформацiї подається щоквартально або
щорiчно. Тому iнодi виникає проблема спiвставлення таких даних з
iншими, що мають, наприклад, мiсячну структуру. Можлива також
i така ситуацiя: для одного чи декiлькох рокiв не подана щоквар-
тальна розбивка. Тобто вiдсiтня iнформацiя за пiдперiоди деяких
перiодiв часового ряду. Таким чином, для того щоб можна було ви-
користовувати всю наявну iнформацiю, необхiдно вмiти розбивати,
наприклад, щорiчнi данi на квартальнi. Припустимо, що ми розгля-
даємо часовий ряд {YT } з рiчною структурою даних. Наша задача –
утворити новий часовий ряд {X4T }, який буде вiдповiдати за значе-
ння процесу у кварталах кожного року. Якщо величина, яку пред-
ставляє даний часовий ряд має властивiсть адитивностi, тобто сума
її значень за всi пiдперiоди, дорiвнює її значенню за цiлий перiод,
то очевидно, що така розбивка часового ряду повинна проводитися
за умови yt = x4t−3 + x4t−2 + x4t−1 + x4t. Якщо ж часовий ряд є
результатами простих спостережень над значеннями деякого проце-
су в рiвновiддаленi моменти часу (наприклад, рiвень води в рiчцi 28
числа кожного мiсяця), то для ряду, що вiдображає значення цього
процесу в промiжнi моменти часу (наприклад, 7, 14, 21 i 28 чисел
кожного мiсяця) повинно, очевидно, виконуватись yt = x4t.

Ми розглянемо основнi методи, якi застосовуються для утворен-
ня часового ряду {X4T }. В першому випадку таке розбиття ми буде-
мо називати дезаграгуванням часового ряду, а ситуацях, подiбних на
другий випадок, – вiдновленням. Вiдразу зауважимо, що подiбна ме-
тодика може бути застосована i для iнших спiввiдношень в часових
структурах рядiв.

1.8.1 Пропорцiйне розбиття
Дезаграгування. Якщо вiдома розбивка якогось року по кварта-
лах, то ми можемо використати її для утворення нового ряду з квар-
тальною структурою. Нехай для деякого року τ вiдомi квартальнi
значення dτ1, dτ2, dτ3, dτ4. Тодi новий ряд будується за правилом:

x4t−4+i = αiyt, i = 1, 4, де αi =
dτi
yτ
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Цей метод утворить новий ряд, який матиме пропорцiйну структу-
ру. Якщо дослiдник має квартальну розбивку по декiлькох роках,
номери яких складають множину S = {t1, t2, . . . , tn}, тo

αi = n

√∏
τ∈S

dτi
yτ
.

Якщо ж множина S є порожньою, тобто невiдомо розбивки по квар-
талах жодного року, то використовується елементарне усереднення:

αi =
1
4
, i = 1, 4.

Але слiд враховувати, що таке розбиття виключає сезоннi коливання.

Вiдновлення Нехай знову кожен перiод (наприклад, рiк) ряду
{YT } мiстить в собi чотири пiдперiоди (квартали), якi будуть перiо-
дами в рядi {X4T} i для деякого року τ вiдомi квартальнi значення
dτ1, dτ2, dτ3, dτ4. Очевидно, що yτ = dτ4.

Розглянемо рiзницi (τ > 1)

∆τ1 = dτ1 − yτ−1,

∆τ2 = dτ2 − dτ1,
∆τ3 = dτ3 − dτ2,
∆τ4 = dτ4 − dτ3 = yτ − dτ3.

Обчислимо коефiцiєнти пропорцiйностi αi =
∆τi

yτ − yτ−1
, i = 1, 4. Тодi

для перiоду t

x4t−3 = (yt − yt−1)α1 + yt−1,

x4t−2 = (yt − yt−1)α2 + x4t−3,

x4t−1 = (yt − yt−1)α3 + x4t−2,

x4t = (yt − yt−1)α4 + x4t−1.

Оскiльки, очевидно, що
4∑
i=1

∆τi = 1, то x4t = yt.

Аналогiчно попередньому випадку, коли маємо квартальну роз-
бивку по декiлькох роках, коефiцiєнти пропорцiйностi обчислюємо
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за формулою

αi = n

√∏
τ∈S

∆τi

yτ − yτ−1
.

1.8.2 Полiномiальна iнтерполяцiя
Дезаграгування. Цей метод спочатку утворює новий ряд за пра-
вилом

zt =
t∑

j=1

yj .

Ряд {ZT } представляє собою акумулятивнi суми початкового ряду.
Пiсля цього, послiдовно через чотири точки ряду {ZT } будується
кубiчна iнтерполяцiя, тобто знаходяться коефiцiєнти функцiї

f(t) = at3 + bt2 + ct+ d.

Наприклад, для розбиття y3 нам необхiдно побудувати iнтерполяцiю
по точках z1, z2, z3, z4: f(1) = z1, f(2) = z2, f(3) = z3, f(4) = z4.

Тепер обчислимо значення f(2.25), f(2.5), f(2.75). Тодi

x9 = f(2, 25)− f(2),
x10 = f(2, 5)− f(2, 25),
x11 = f(2, 75)− f(2, 5),
x12 = f(3)− f(2, 75).

Легко бачити, що x9 + x10 + x11 + x12 = f(3)− f(2) = y3.

Вiдновлення здiйснюється звичайною iнтерполяцiєю.
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Методи згладжування
часових рядiв

Методи згладжування використовуються для зменшення впливу ви-
падкового компонента (випадкових коливань) у часових рядах. Вони
дають можливiсть отримувати бiльш "чистi" значення, якi складаю-
ться лише з детермiнованих компонентiв. Деякi з методiв направленi
на видiлення лише деяких компонентiв, наприклад, тренду.

2.1 Методи усереднення (moving average)

Цей метод є одним з найпростiших, який дозволяє видiлити тренд.
Для застосування цього методу дослiдник повинен мати доволi дов-
гий ряд спостережень. Формально метод описується виразом:

ỹt =
1
k

k2∑
j=−k1

yt+j , k = k1 + k2 + 1.

Члени нового часового ряду є середнiми значеннями певної кiлькостi
сусiднiх до вiдповiдного члена даного ряду. З формули видно, що
нова кiлькiсть спостережень становить T − k. Єдиною складнiстю є
визначення чисел k1 та k2. Як правило, їх сума дорiвнює повному
циклу сезонностi.

25



26 Роздiл 2. Методи згладжування часових рядiв

Подвiйне усереднення Цей метод двiчi використовує усереднен-
ня часового ряду. При цьому кiлькiсть спостережень зменшується на
два повних цикли сезонностi, тому для використання методу необхi-
дно мати часовий ряд, який складається щонайменше з 3-х повних
циклiв сезонностi.

2.2 Методи експоненцiального
згладжування

Звичайне експоненцiальне згладжування Цей метод значно
переважає усi попереднi моделi. Найкраще цей метод зарекоменду-
вав себе, коли данi мають дуже гладкий, або навiть горизонтальний
тренд. Нова послiдовнiсть будується за правилом:

St = αyt + (l − α)St−1, 0 < α < 1.

Початкове значення S1, треба вибирати доволi обережно, бо вiд ньо-
го залежить, як саме буде поводити себе згладжена послiдовнiсть.
Найчастiше вибирають S1 = y1, або S1 = µ. Однак з деяких мiрку-
вань може бути обране й iнше значення S1.

Ваговий коефiцiєнт α може обиратися кiлькома шляхами. По-
перше, якщо обирається значення близьке до 1, то будуть бiльш ва-
жливими при прогнозуваннi останнi данi часового ряду, при виборi α
близьким до 0, бiльш впливовими будуть минулi значення. По-друге,
можна покласти α = 2

T+1 . По-третє – вибiр α, при якому мiнiмiзу-
ється один з критерiїв точностi прогнозiв на n перiодiв. При цьому
розрахунки повиннi проводитися лише по перших T − n значеннях
часового ряду, а отриманi прогнози повиннi бути порiвнянi з реаль-
ними даними. При використаннi цiєї методики вiдкидається обмеже-
ння 0 < α < 1. Прогноз значень часового ряду дорiвнює останньому
члену послiдовностi St:

ŷT+p = ST , p = 1, 2, . . .

Подвiйне експоненцiальне згладжування Брауна Цей метод
будується аналогiчно попередньому, тiльки процес згладжування ро-
биться двiчi:

S′t = αyt + (1− α)S′t−1

S′′t = αS′t + (1− α)S′′t−1, 0 < α < 1
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Метод використовується, коли данi часового ряду нестацiонарнi. Про-
гноз будується як останнє значення другої послiдовностi:

ŷT+p = S′′T , p = 1, 2, . . .

Потрiйне експоненцiальне згладжування Брауна Цей метод
аналогiчний двом попереднiм, тiльки згладжування проводиться три-
чi. Це дозволяє прогнозувати нестацiонарш часовi ряди з великими
перепадами мiнiмального та максимального значень. Новi послiдов-
ностi будуються за правилом:

S′t = αyt + (1− α)S′t−1

S′′t = αS′t + (1− α)S′′t−1

S′′′t = αS′′t + (1− α)S′′′t−1, 0 < α < 1

Прогноз на наступнi перiоди має вигляд:

ŷT+p = S′′′T , p = 1, 2, . . .

Адаптивне згладжування Цей метод дозволяє автоматично змi-
нювати константу згладжування в процесi обрахунку. Нова послiдов-
нiсть будується за правилом

St = αtyt + (1− αt)St−1,

де αt змiнюється з часом в залежностi вiд похибки прогнозування:

αt =
∣∣∣∣ EtMt

∣∣∣∣
Et = β(yt − ŷt) + (1− β)Et−1,

Mt = β|yt − ŷt|+ (1− β)Mt−1

Параметр β знаходиться у межах (0; 1). Для випадкових похибок
коефiцiєнт α буде близьким до 0,5.

2.3 Iншi методи
Несезонна модель Холта-Вiнтера. Ця модель схожа на подвiй-
не експоненцiальне згладжування, але дозволяє видiляти трендовий
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компонент за допомогою другої послiдовностi:

S′2 = y2, S′′2 = y2 − y1,
S′t = αyt + (1− α)(S′t−1 + S′′t−1), 0 < α < 1,
S′′t = β(S′t − S′t−1) + (1− β)S′′t−1, 0 < β < 1.

Прогноз на наступнi перiоди: ŷT+p = S′T + pS′′T , p = 1, 2, . . ..

Адитивна модель iз визначенням сезонних коливань. В цьо-
му методi визначаються трендовий та сезонний компоненти часового
ряду. Нехай p – цикл сезонностi, тобто st+p = st для будь-якого t. На-
ша задача – оцiнити значення st за спостереженнями yt вважаючи,
що величина p вiдома. За допомогою методу усереднення, оцiнимо
трендовий компонент trt. В результатi отримуємо десезонолiзовану
(вiльну вiд сезонних впливiв) величину:

t̂rt =


1
p (yt−k + . . .+ yt + . . .+ yt+k) , якщо p = 2k + 1;
1
2p (yt−k + . . .+ yt + . . .+ yt+k−1+

+yt−k+1 + . . .+ yt + . . .+ yt+k) , якщо p = 2k,

при t = k + 1, T − k Оцiнкою сезонного компонента буде послiдов-
нiсть

ŝt = yt − t̂rt, t = k + 1, T − k.

Пiдрахуємо тепер середнi значення s̄t оцiнки сезонного компонен-
та ŝt, для кожного перiоду циклу сезонностi. Так, для першого перi-
оду це буде середнє арифметичне значень ŝt, для всiх t = k + 1 + pl,
для другого перiоду – середнє арифметичне значень ŝt, для всiх
t = k + 2 + pl, де l = 1, 2, . . . i т. д. Для всiх t ≥ p + 1 покладемо
s̄t = s̄t−p.

Вважаючи, що сума сезонних складових ряду за один терiод до-
рiвнює нулю, визначимо скоригований сезонний компонент за фор-

мулою s∗t = s̄t − 1
p

p∑
t=1

s̄t. Отриманi значення s∗t задовольняють, оче-

видно, рiвнiсть
p∑
t=1

s∗t = 0 а також s∗t = s∗t−p для всiх t ≥ p + 1. Ряд

trt = yt − s∗t використаємо для побудови функцiї, що задаватиме
тренд даного часового ряду.
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Стацiонарнi та звiднi до
них часовi ряди

В попереднiх роздiлах ми зовсiм не цiкавились виглядом та власти-
востями випадкового складника часових рядiв. Тут ми розглянемо
моделi часових рядiв, основною ознакою яких якраз i буде наявнiсть
випадкового складника з рiзними властивостями.

3.1 Бiлий шум

Для будь-якого часового ряду можна створити деяку модель, яка
б вiдображала розвиток процесу. Але яка б не була модель, немо-
жливо прогнозувати значення часового ряду без похибки. Звичай-
но, розробленi методи, якi намагаються зменшити цю похибку, але
нiколи не можна бути впевненим у абсолютнiй точностi прогнозiв.
Iншими словами, нiколи не було, нема i не буде моделi, яка б мо-
гла робити прогноз абсолютно точно. Таким чином, будь-яка модель
повинна мати як доданок похибку, за величиною якої вимiрюється
точнiсть моделi. Цiєю похибкою якраз i є випадковий складник. Для
стацiонарних часових рядiв випадковий складник будується з допо-
могою такого часового ряду, який прийнято називати бiлим шумом.
Бiлим шумом будемо називати послiдовнiсть {εt} (t ∈ (−∞,+∞))
незалежних (принаймнi некорельованих) однаково розподiлених ви-
падкових величин, що мають моменти до другого порядку включно.

29
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Будемо вважати, що Eεt = 0 i

γl = cov(εt, εt−l) = Eεtεt−l =
{

0, якщо l 6= 0;
σ2, якщо l = 0.

Процеси бiлого шуму є цеглинами для побудови бiльш складних мо-
делей часових рядiв. Розглянемо декiлька з них.

3.2 MA(q)-процес

Процес {yt} рухомого середнього порядку q (MA(q)), будується за
допомогою бiлого шуму εt за рiвнянням :

yt = µ+ εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q,

де µ, θ1,..., θq – деякi сталi. З формули видно, що цей часовий ряд мi-
стить тiльки випадковий складник (тренд сталий). Використовуючи
лаговий оператор такий процес можна записати у виглядi

yt = µ+ εt + θ1Bεt + . . .+ θqB
qεt = µ+ (1 + θ1B + . . .+ θqB

q)εt.

На практицi трапляється дуже рiдко, щоб реальний процес розви-
вався за MA(q)-процесом, але дуже часто за його допомогою можна
виразити доволi складнi процеси, або отримати їх оцiнки чи хара-
ктеристики.

Розглянемо основнi характеристики цього процесу.

1. Математичне сподiвання:

Eyt = Eµ+ Eεt + E(θ1εt−1) + . . .+ E(θqεt−q) =
= µ+ Eεt + θ1Eεt−1 + . . .+ θqEεt−q = µ

2. Дисперсiя:

γ0 = Dyt = Dεt + θ21Dεt−1 + . . .+ θ2qDεt−q =

= σ2(1 + θ21 + . . .+ θ2q)
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3. Коварiацiя l-го порядку (l = 1, 2, 3, . . .):

γl = E(yt − µ)(yt−l − µ) =
= E(εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q)

(εt−l + θ1εt−l−1 + . . .+ θqεt−l−q) =

=


θlEε2t−l + θl+1θ1Eε2t−l−1 + . . .+ θqθq−lEε2t−q,
l = 1, 2, . . . , q;

0, l > q.
=

=
{

(θl + θl+1θ1 + . . .+ θqθq−l)σ2, l = 1, 2, . . . , q;
0, l > q.

Звiдси випливає, що якщо q є скiнченним числом, то MA(q)-процес
є стацiонарним.

Розглянемо деякi приклади.

1. MA(1)-процес: yt = µ+ εt + θ1εt−1.

• Математичне сподiвання: Eyt = µ;

• дисперсiя: γ0 = σ2(1 + θ21);

• коварiацiя першого порядку: γ1 = θ1σ
2;

• коварiацiї iнших порядкiв: γ2 = γ3 = . . . = 0;

• коефiцiєнт автокореляцiї першого порядку:

ρ1 =
θlσ

2

σ2(1 + θ21)
=

θ1
1 + θ21

;

• коефiцiєнти автокореляцiї iнших порядкiв:

ρ2 = ρ3 = . . . = 0.

2. MA(2)-процес: yt = µ+ εt + θ1εt−1 + θ2εt−2.

• Математичне сподiвання: Eyt = µ;

• дисперсiя: γ0 = σ2(1 + θ21 + θ22);

• коварiацiя першого порядку: γ1 = θ1(1 + θ2)σ2;

• коварiацiя другого порядку: γ2 = θ2σ
2;

• коварiацiї iнших порядкiв: γ3 = γ4 = . . . = 0.
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3. MA(∞)-процес: yt = µ+
+∞∑
j=0

θjεt−j , тут θ0 = 1.

• Математичне сподiвання: Eyt = µ;

• дисперсiя: γ0 = σ2
+∞∑
j=0

θ2j ;

• коварiацiя l-го порядку (l = 1, 2, 3, . . .): γl = σ2
+∞∑
j=0

θl+jθj .

Очевидно, що для стацiонарностi MA(∞)-процесу потрiбно, щоб
+∞∑
l=0

θ2l < +∞.

3.3 Процес авторегресiї

Розвиток процесiв авторегресiї пов’язаний з необхiднiстю аналiзу мо-
делей, у яких одна змiнна залежить вiд своїх попереднiх значень.
Побудова звичайних лiнiйних регресiй не могла дати повне уявлен-
ня про напрями розвитку таких часових рядiв. Внаслiдок цього були
запровадженi процеси авторегресiї.

Нехай εt – бiлий шум, p – цiле невiд’ємне число. Процесом авто-
регресiї порядку p будемо називати процес виду:

yt = φ0 + φ1yt−1 + φ2yt−2 + . . .+ φpyt−p + εt,

де φ0, φ1,..., φp – деякi сталi. Для побудови ряду за такою моделлю
потрiбно вказати p послiдовних початкових значень yt.

Використання лагового оператора дає можливiсть записати

yt = φ0 + φ1Byt + φ2B
2yt + . . .+ φpB

pyt + εt =
= φ0 + Φ(B)yt + εt,

де Φ(B) = φ1B + φ2B
2 + . . .+ φpB

p. А звiдси маємо

(1− Φ(B))yt = φ0 + εt.
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AR(1)-процес. Цей процес можна записати у виглядi

yt = φ0 + φ1yt−1 + εt.

Оскiльки yt−1 = φ0 + φ1yt−2 + εt−1, то

yt = φ0(1 + φ1) + φ2
1yt−2 + φ1εt−1 + εt.

Повторивши попередню процедуру пiдстановки k разiв, отримаємо

yt = φ0(1 + φ1 + . . .+ φk1) + φk+1
1 yt−k−1 + φk1εt−k + . . .+ φ1εt−1 + εt =

= φ0

k∑
j=0

φj1 + φk+1
1 Bk+1yt +

k+1∑
j=0

φj1B
jεt.

Зрозумiло, що випадок |φ1| > 1 є нереальним, оскiльки при цьому
на значення часового ряду в даний перiод найбiльший вплив будуть
мати подiї, що вiдбувалися як завгодно давно. Правильно було б
вважати, що чим давнiше вiдбувалася подiя, тим менший її вплив
на теперiшнiй момент.

Окремої розмови потребує випадок |φ1| = 1. Зараз ми будемо
вважати, що |φ1| < 1 Це припущення є реалiстичним, оскiльки най-
бiльша вага при визначеннi значень часового ряду надається його
останнiм елементам.

Вважаючи, що t змiнюється вiд −∞ до +∞, та спрямувавши k
до +∞, одержимо

yt = φ0

+∞∑
j=0

φj1 +
+∞∑
j=0

φj1B
jεt =

=
φ0

1− φ1
+

+∞∑
j=0

φj1B
jεt. (3.1)

Тобто AR(1)-процес подано у виглядi MA(∞)-процесу.
Зображення процесу AR(1) у виглядi (3.1) дозволяє легко обчи-

слити його числовi характеристики.

• Математичне сподiвання: Eyt =
φ0

1− φ1
;

• дисперсiя: γ0 = σ2
+∞∑
j=0

φ2j
1 =

σ2

1− φ2
1

;
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• коварiацiя l-того порядку (l = 1, 2, 3, . . .):

γl = σ2
+∞∑
j=0

φl+j1 φj1 = σ2
+∞∑
j=0

φl+2j
1 =

σ2φl1
1− φ2

1

;

• коефiцiєнт автокореляцiї l-того порядку (l = 1, 2, 3, . . .):

ρl =
γl
γ0

= φl1.

Отже, для AR(1)-процесу з |φ1| < 1 можемо зробити такi висновки:

• процес стацiонарний;

• вплив його значень одне на одне зменшується iз збiльшенням
вiдстанi мiж ними в часi.

Навпаки, припустивши стацiонарнiсть AR(1)-процесу, легко одержи-
мо знайденi вище його числовi характеристики.

AR(2)-процес. Пiсля розгляду властивостей процесу авторегресiї
першого порядку є зрозумiлим перехiд до бiльш складного двопо-
рядкового.

Загальним виглядом AR(2)-процесу є yt = φ0+φ1yt−1+φ2yt−2+εt.
Перепишемо цю формулу у виглядi (1 − φ1B − φ2B

2)yt = φ0 + εt.
Лiву частину можна розкласти на множники: (1−λ1B)(1−λ2B)yt =
φ0 + εt, де λ1 i λ2 – сталi, що задовольняють систему рiвнянь{

λ1 + λ2 = φ1;
λ1λ2 = −φ2.

Отже, λ1 i λ2 є коренями квадратного рiвняння λ2 − φ1λ − φ2 = 0.
Звiдси

λ1 =
1
2

(
φ1 −

√
φ2

1 + 4φ2

)
, λ2 =

1
2

(
φ1 +

√
φ2

1 + 4φ2

)
.

Розглянемо випадок, коли φ2
1 + 4φ2 > 0 i, тому λ1 i λ2 рiзнi дiйснi

числа. Таким чином, якщо |λ1| < 1 i |λ2| < 1, то

yt =
φ0 + εt

(1− λ1B)(1− λ2B)
=

1
λ1 − λ2

(
λ1

1− λ1B
− λ2

1− λ2B

)
(φ0 + εt) =
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=
1

λ1 − λ2
B−1

+∞∑
j=1

λj1B
jφ0 −

1
λ1 − λ2

B−1
+∞∑
j=1

λj2B
jφ0 +

+
1

λ1 − λ2
B−1

+∞∑
j=1

λj1B
jεt −

1
λ1 − λ2

B−1
+∞∑
j=1

λj2B
jεt =

=
φ0

λ1 − λ2

+∞∑
j=1

λj1 −
φ0

λ1 − λ2

+∞∑
j=1

λj2 +

+
λ1

λ1 − λ2

+∞∑
j=0

λj1εt−j −
λ2

λ1 − λ2

+∞∑
j=0

λj2εt−j =

=
φ0

1− λ1 − λ2 + λ1λ2
+

1
λ1 − λ2

+∞∑
j=0

(λj+1
1 − λj+1

2 )εt−j

Ми одержалиMA(∞)-процес. Отже, якщо коренi рiвняння 1−φ1z−
φ2z

2 = 0 рiзнi дiйснi i за абсолютною величиною бiльшi вiд одиницi
(вони є оберненими до λ1 i λ2), то AR(2)-процес є MA(∞)-процесом.
Такий процес буде стацiонарним, якщо

+∞∑
j=0

(λj+1
1 − λj+1

2 )2 < +∞.

Очевидно, це матиме мiсце, якщо |λ1| < 1 i |λ2| < 1.
Знайдемо тепер числовi характеристики розгляданого процесу за

умови стацiонарностi.
Математичне сподiвання:

µ = Eyt = φ0 + φ1Eyt−1 + φ2Eyt−2 + Eεt = φ0 + φ1µ+ φ2µ⇒

µ =
φ0

1− φ1 − φ2
.

Для знаходження дисперсiї та автоковарiацiй перепишемо наш
ряд у формi yt = µ(1−φ1−φ2) +φ1yt−1 +φ2yt−2 + εt, звiдки yt−µ =
φ1(yt−1 − µ) + φ2(yt−2 − µ) + εt. Автоковарiацiя l-того порядку тодi
обчислиться так:

γl = E(yt − µ)(yt−l − µ) = Eφ1(yt−1 − µ)(yt−l − µ) +
+ Eφ2(yt−2 − µ)(yt−l − µ) + Eεt(yt−l − µ) =
= φ1γl−1 + φ2γl−2
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Таким чином ми отримали рекурентну формулу для обчислення ав-
токоварiацiї:

γl = φ1γl−1 + φ2γl−2. (3.2)

Звiдси, оскiльки γ−1 = γ1, то γ1 = φ1γ0 + φ2γ1 i

γ1 =
φ1

1− φ2
γ0, γ2 =

φ2
1

1− φ2
γ0 + φ2γ0 =

φ2
1 + φ2 − φ2

2

1− φ2
γ0

Дисперсiя знаходиться з формули

γ0 = E(yt − µ)2 = E(φ1(yt−1 − µ) + φ2(yt−2 − µ) + εt)2 =
= Eφ2

1(yt−1 − µ)2 + Eφ2
2(yt−2 − µ)2 + Eε2t +

+ 2Eφ1φ2(yt−1 − µ)(yt−2 − µ) + 2Eφ1(yt−1 − µ)εt +
+ 2Eφ2(yt−1 − µ)εt =

= φ2
1γ0 + φ2

2γ0 + σ2 + 2φ1φ2γ1 = φ2
1γ0 + φ2

2γ0 + σ2 + 2
φ2

1φ2

1− φ2
γ0.

Отже,

γ0 =
1− φ2

1− φ2 − φ2
1 − φ2

2 + φ3
2 − φ2

1φ2
σ2.

I тому

γ1 =
φ1

1− φ2 − φ2
1 − φ2

2 + φ3
2 − φ2

1φ2
σ2;

γ2 =
φ2

1 + φ2 − φ2
2

1− φ2 − φ2
1 − φ2

2 + φ3
2 − φ2

1φ2
σ2.

Автоковарiацiї вищих порядкiв знаходяться за наведеною вище
рекурентною формулою (3.2).

AR(p)-процес. У цьому пунктi ми закiнчимо теоретичний аналiз
процесiв авторегресiї, зробимо висновки та узагальнення розгляну-
тих вище моделей. Загальним записом процесу авторегресiї порядку
p є

yt = φ0 + φ1yt−1 + φ2yt−2 + . . .+ φpyt−p + εt.

Аналогiчно попередньому можемо стверджувати, що AR(p)-процес є
стацiонарним, коли всi коренi рiвняння 1−φ1z−φ2z

2− . . .−φpzp = 0
рiзнi дiйснi i меншi за абсолютною величиною вiд одиницi.
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Числовi характеристики такого процесу знаходяться аналогiчно
випадку AR(2). А саме математичне сподiвання

µ =
φ0

1− φ1 − φ2 − . . .− φp
.

Дисперсiї i автоковарiацiї знаходимо iз системи рiвнянь

γ0 = φ1γ1 + φ2γ2 + . . .+ φpγp + σ2,

γl = φ1γl−1 + φ2γl−2 + . . .+ φpγl−p, l = 1, 2, . . .

Тут потрiбно враховувати, що γ−l = γl.
Аналогiчно попередньому для AR(p)-процесу iснує єдине пред-

ставлення у виглядi процесу типу MA(∞). Дiйсно нехай

yt = µ+ εt + ψ1εt−1 + ψ2εt−2 + . . . = µ+ Ψ(B)εt, (3.3)

де Ψ(B) = 1 + ψ1B + ψ2B
2 + . . ..

З iншого боку

yt = φ0 +φ1yt−1 +φ2yt−2 + . . .+φpyt−p + εt = φ0 + Φ(B)yt + εt, (3.4)

де Φ(B) = φ1B + φ2B
2 + . . .+ φpB

p.
Тодi

µ =
φ0

1− Φ(B)
, Ψ(B) =

1
1− Φ(B)

⇒ Ψ(B)(1− Φ(B)) = 1.

Тобто (1 + ψ1B + ψ2B
2 + . . .)(1− φ1B − φ2B

2 − . . .− φpBp) = 1.

ψ1B + ψ2B
2 + . . .− φ1B − ψ1φ1B

2 − ψ2φ1B
3 − . . . −

−φ2B
2 − ψ1φ2B

3 − . . .− φpBp − ψ1φpB
p+1 − . . . = 0

Звiдси одержуємо систему рiвнянь для визначення коефiцiєнтiвMA(∞)-
процесу (3.3) через коефiцiєнти AR(p)-процесу (3.4):

ψ1 − φ1 = 0,
ψ2 − ψ1φ1 − φ2 = 0,
ψ3 − ψ2φ1 − ψ1φ2 − φ3 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Можна рекурентно записати розв’язок такої системи для l = 1, 2, . . .

ψl = φ1ψl−1 + φ2ψl−2 + . . .+ φpψl−p,

де ψ0 = 1 i ψj = 0 при j < 0.



38 Роздiл 3. Стацiонарнi та звiднi до них часовi ряди

3.4 Перетворення MA(q)-процесiв
У попереднiх роздiлах було показано, що будь-який скiнченнийAR(p)-
процес можна виразити у виглядi нескiнченного MA(∞)-процесу
єдиним чином. У цьому роздiлi буде показано, що i, навпаки, ко-
жен скiнченний MA(q)-процес може бути представлений у виглядi
нескiнченного AR(∞)-процесу.

Для початку розглянемо MA(1)-процес.
Оскiльки yt = µ + εt + θ1εt−1, то εt = yt − µ − θ1εt−1, а звiдси

маємо при k = 1, 2, . . .

εt−k = yt−k − µ− θ1εt−k−1.

Тому

yt = µ+ εt + θ1(yt−1 − µ− θ1εt−2) =
= µ(1− θ1) + εt + θ1yt−1 − θ21(yt−2 − µ− θ1εt−3) =
= µ(1− θ1 + θ21) + εt + θ1yt−1 − θ21yt−2 + θ31εt−3 = . . .

Отже,

yt = µ(1− θ1 + θ21 − . . .+ (−1)nθn1 + . . .) + εt +
+ θ1yt−1 − θ21yt−2 + . . .+ (−1)n+1θn1 yt−n + . . . .

або

yt = µ

+∞∑
n=0

(−1)nθn1 +
+∞∑
n=1

(−1)n+1θn1 yt−n + εt.

За умови, що |θ1| < 1, маємо представленняMA(1)-процесу у виглядi
процесу типу AR(∞).

В загальному, подавши MA(q)-процес у виглядi

yt = µ+ Θ(B)εt,

де Θ(B) = 1 + θ1B + θ2B
2 + . . .+ θqB

q, а процес AR(∞) у виглядi

yt = φ0 + Φ(B)yt + εt,

де Φ(B) = φ1B + φ2B
2 + . . ., знайдемо формули для визначення ко-

ефiцiєнтiв φk (k = 0, 1, 2, . . .) через коефiцiєнти µ, θj (j = 1, 2, . . . , q).
Легко бачити, що

µ =
φ0

1− Φ(B)
, Θ(B) =

1
1− Φ(B)

,
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звiдки φ0 = µ(1− Φ(B)), Θ(B)(1− Φ(B)) = 1 або

φ0 = µ(1− φ1 − φ2 − . . .),
(1 + θ1B + θ2B

2 + . . .+ θqB
q)(1− φ1B − φ2B

2 − . . .) = 1.

Звiдси

−φ1B − φ2B
2− . . . +

+θ1B − θ1φ1B
2 − θ1φ2B

3− . . . +
+θ2B2 − θ2φ1B

3 − θ2φ2B
4− . . . +

+θqBq − θqφ1B
q+1 − θqφ2B

q+2− . . . = 0

Отже,

φ1 = θ1,

φ2 = −θ1φ1 + θ2,

. . . . . . . . . . . .

φq = −θ1φq−1 − θ2φq−2 . . .− θq−1φ1 + θq,

φq+1 = −θ1φq − θ2φq−1 . . .− θqφ1,

. . . . . . . . . . . .

φn = −θ1φn−1 − θ2φn−2 . . .− θqφn−q,
. . . . . . . . . . . .

φ0 = µ(1− φ1 − φ2 − . . .).

Очевидно таке представлення можливе, коли ряд
+∞∑
n=1

φn – збiжний.

Це має мiсце у випадку якщо всi коренi рiвняння

1 + θ1z + θ2z
2 + . . .+ θqz

q = 0

задовольняють умову |zj | > 1.
На завершення зауважимо, що якщо деякий AR(∞)-процес вiд-

повiдає MA(q)-процесу, то вiн є стацiонарним.

3.5 ARMA-процес
Пiсля вивчення властивостей AR(p)- таMA(q)-процесiв є природнiм
розробити сумiсний процес. Таким процесом є ARMA(p, q), який яв-
ляє собою суму двох розглянутих вище процесiв. Особливiстю цього
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процесу є те, що yt залежить i вiд своїх попереднiх значень i вiд
збурень минулих перiодiв. Загальним видом ARMA(p, q)-процесу є:

yt = φ0 + φ1yt−1 + φ2yt−2 + . . .+ φpyt−p + εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q

або (1−Φ(B))yt = φ0 + Θ(B)εt, де Φ(B) = φ1B + φ2B
2 + . . .+ φpB

p,
Θ(B) = 1 + θ1B + θ2B

2 + . . .+ θqB
q.

ARMA(p, q)-процес є стацiонарним, коли всi коренi zj рiвняння
1− φ1z − φ2z

2 − . . .− φpzp = 0 задовольняють умову |zj | > 1.
Так само, як процес AR(p) можна подати у виглядi MA(∞)-

процесу, аMA(q)-процес – процесу AR(∞), так i ARMA(p, q)-процес
можна подати як MA(∞)- або AR(∞)-процес.

MA(∞)-представлення. Порiвнюючи правi частини рiвностей

yt =
φ0

1− Φ(B)
+

Θ(B)
1− Φ(B)

εt та

yt = µ+ Ψ(B)εt,

де Ψ(B) = ψ0 +ψ1B +ψ2B
2 + . . ., одержимо Θ(B) = Ψ(B)(1−Φ(B))

або

1 + θ1B + θ2B
2 + . . .+ θqB

q = (ψ0 + ψ1B + ψ2B
2 + . . .)×

× (1− φ1B − φ2B
2 − . . .− φpBp).

Звiдси,

1 = ψ0,

θ1 = ψ1 − ψ0φ1 (p ≥ 1),
або

θ1 = ψ1 (p = 0),
θ2 = ψ2 − ψ1φ1 − ψ0φ2 (p ≥ 2),

або
θ2 = ψ2 − ψ1φ1 (p = 1),

або
θ2 = ψ2 (p = 0),
. . . . . . . . . . . .

θq = ψq − ψq−1φ1 − ψq−2φ2 − . . .− ψ0φq, (p ≥ q),



3.5. ARMA-процес 41

або
θq = ψq − ψq−1φ1 − ψq−2φ2 − . . .− ψq−pφp, (p < q),
0 = ψq+1 − ψqφ1 − ψq−1φ2 − . . .− ψ0φq+1, (p ≥ q + 1),

або
0 = ψq+1 − ψqφ1 − ψq−1φ2 − . . .− ψq−p+1φp, (p < q + 1),

. . . . . . . . . . . .

а поклавши ψj = 0 при j < 0, матимемо (з врахуванням ψj = 0 при
j < 0)

ψ0 = 1,

ψk = θk +
p∑
j=1

ψk−jφj (k = 1, 2, . . . q),

ψk =
p∑
j=1

ψk−jφj (k > q).

Крiм того µ =
φ0

1− Φ(B)
i (1− φ1 − φ2 − . . .− φp)µ = φ0 або

µ =
φ0

1− φ1 − φ2 − . . .− φp
.

AR(∞)-представлення. Аналогiчно попередньому з рiвностей

εt =
(1− Φ(B))

Θ(B)
yt −

φ0

Θ(B)
та

εt = (1− Γ(B))yt − γ0,

де Γ(B) = γ1B + γ2B
2 + . . ., маємо φ0 = Θ(B)γ0, звiдки

γ0 =
φ0

1 + θ1 + θ2 + . . .+ θq
,

i (1− Φ(B)) = Θ(B)(1− Γ(B)) або

1− φ1B − φ2B
2 − . . .− φpBp = (1 + θ1B + θ2B

2 + . . .+ θqB
q)×

× (1− γ1B − γ2B
2 − . . .).

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях B, одержимо ви-
рази для γj .
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3.6 Прогнозування на основi
ARMA-моделей

Будь-яка модель створюється для аналiзу iнформацiї та прогнозува-
ння. При цьому точнiсть прогнозiв повинна бути як найвища. Роз-
глянемо процес прогнозування на основi ARMA-моделей. Будемо по-
значати прогнозне значення часового ряду на τ перiодiв вперед, яке
робиться в момент t через yt+τ |t. Для створення прогнозного зна-
чення будемо використовувати всю наявну iнформацiю на перiод t.
Наша мета – мiнiмiзувати один з критерiїв помилок. Зазвичай вико-
ристовується критерiй MSE (mean squared error):

MSE = E(yt+τ − ŷt+τ |t)2.

3.6.1 Прогнозування на основi залишкiв
Припустимо, що нам вiдомi значення збурень за першi t перiодiв.
Тодi, для нескiнченного MA(∞)-процесу

yt = µ+ εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + . . .

виконується рiвнiсть

yt+τ = µ+ εt+τ + θ1εt−1+τ + θ2εt−2+τ + . . .+ θτεt + θτ+1εt−1 + . . .

Прогнозом на перiод t+τ в момент t є ŷt+τ |t = Etyt+τ , де Et – сим-
вол умовного математичного сподiвання при умовi, що вiдомi значе-
ння часового ряду до моменту t включно. Оскiльки ми припускали,
що математичне сподiвання εt є нульовим, то

ŷt+τ |t = µ+ θτεt + θτ+1εt−1 + . . .

Враховуючи, що всi збурення мають однакову дисперсiю, пiдра-
хуємо середню похибку такого прогнозу:

yt+τ − ŷt+τ |t = εt+τ + θ1εt−1+τ + θ2εt−2+τ + . . .+ θτ−1εt+1

MSE = (1 + θ21 + θ22 + . . .+ θ2τ−1)σ2

Для MA(q)-процесу:

yt = µ+ εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + . . .+ θqεt−q
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прогнозом на перiод t+ τ у перiод t є:

ŷt+τ |t =
{
µ+ θτεt + θτ+1εt−1 + . . .+ θqεt−q+τ , τ = 1, q,
µ, τ > q.

Дiйсно, в цьому випадку, при t = 1, 2, . . . q

yt+τ = µ+εt+τ+θ1εt−1+τ+θ2εt−2+τ+. . .+θτεt+θτ+1εt−1+. . .+θqεt−q+τ ,

а при τ > q

yt+τ = µ+ εt+τ + θ1εt−1+τ + θ2εt−2+τ + . . .+ θqεt−q+τ .

Для похибки тодi маємо вирази

MSE =


(1 + θ21 + θ22 + . . .+ θ2τ−1)σ2, τ = 1, q,

(1 + θ21 + θ22 + . . .+ θ2q)σ
2, τ > q.

У найпростiшому випадку MA(1)-процесу прогнозом на всi перi-
оди, крiм t+ 1-го, завжди є середнє значення:

ŷt+1|t = µ+ θ1εt, ŷt+τ |t = µ при τ > 1.

При розглядi AR-процесiв, слiд пам’ятати, що його можна пе-
ретворити до нескiнченного MA-процесу. Наприклад, для AR(1)-
процесу, що задається рiвнянням yt = φ0 + φ1yt−1 + εt маємо (див.
(3.1)):

yt = µ+ εt + φ1εt−1 + φ2
1εt−2 + . . . ,

де µ =
φ0

1− φ1
. Тому

ŷt+τ |t =
φ0

1− φ1
+ φτ1εt + φτ+1

1 εt−1 + . . . .

Похибка становить MSE = (1 + φ2
1 + φ4

1 + . . . + φ
2(τ−1)
1 )σ2. Звiдси,

мiж iншим, випливає (згадаємо, що |φ1| < 1), що

MSE → σ2

1− φ2
1

при τ → +∞.

За допомогою вищеописаної методики можна отримувати про-
гнознi значення на будь-який перiод. Але будь-який прогноз рiдко
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може бути iдеально точним. Частiше за все дослiдники вказують де-
який надiйний iнтервал, куди повинне попасти реальне значення у
вiдповiдний перiод часу. За допомогою часових рядiв також можна
будувати iнтервальнi прогнози з рiзним рiвнем надiйностi. Основ-
ною iдеєю побудови iнтервалiв є вiдхилення на однакову визначену
величину у напрямi зростання та спадання вiд точного прогнозного
значення. Основним припущенням для реалiзацiї цiєї iдеї є нормаль-
нiсть збурень: εt ∼ N(0, σ2).

Нехай γ є рiвнем надiйностi, тобто ймовiрнiсть попадання про-
гнозного значення в довiрчий iнтервал. Враховуючи, що yt+τ має
нормальний розподiл iз середнiм ŷt+τ |t та дисперсiєю MSE, можемо
побудувати симетричний вiдносно ŷt+τ |t надiйний iнтервал для yt+τ .
А саме, з ймовiрнiстю γ

yt+τ ∈
(
ŷt+τ |t − u γ+1

2

√
MSE; ŷt+τ |t + u γ+1

2

√
MSE

)
,

де u γ+1
2

– квантиль порядку
γ + 1

2
стандартного нормального розпо-

дiлу.
Таким чином, знаючи напевно збурення минулих перiодiв, дослi-

дник може сформувати прогноз та надiйний iнтервал на майбутнi
перiоди. Хоча, як правило, цi збурення нам невiдомi. Потрiбно мати
метод оцiнки збурень в попереднi перiоди.

3.6.2 Формула Вiнера-Колмогорова
Нехай задано деякий полiном (скiнченний чи нескiнченний) вiд ла-
гового оператора B:

Ψ(B) = 1 + ψ1B + ψ2B
2 + ψ3B

3 + . . .

Для деякого τ = 1, 2, . . . розглянемо

Ψ(B)
Bτ

= B−τ + ψ1B
1−τ + ψ2B

2−τ + ψ3B
3−τ + . . .

i позначимо
[

Ψ(B)
Bτ

]
+

= ψτ + ψτ+1B + ψτ+2B
2 + . . .

Для процесу MA(q):

yt = µ+ εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + . . .+ θqεt−q = µ+ Θ(B)εt,
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де Θ(B) = 1 + θ1B + θ2B
2 + . . .+ θqB

q при 1 τ ≤ q

ŷt+τ |t = µ+ θτεt + θτ+1εt−1 + . . .+ θqεt−q+τ = µ+
[

Θ(B)
Bτ

]
+

εt.

а оскiльки εt =
1

Θ(B)
(yt − µ), то

ŷt+τ |t = µ+
[

Θ(B)
Bτ

]
+

1
Θ(B)

(yt − µ). (3.5)

Це i є формула Вiнера-Колмогорова. Вона залишається вiрною i для
AR(p)-процесiв.

Дiйсно, нехай
yt = φ0 + Φ(B)yt + εt,

де Φ(B) = φ1B + φ2B
2 + . . .+ φpB

p. Подамо його у виглядi МА(∞)-
процесу:

yt = µ+ Θ(B)εt, (3.6)

де Θ(B) = 1 + θ1B + θ2B
2 + . . .. Аналогiчно попередньому

ŷt+τ |t = µ+ θτεt + θτ+1εt−1 + . . . = µ+
[

Θ(B)
Bτ

]
+

εt.

Оскiльки з (3.6) εt =
1

Θ(B)
(yt − µ), то має мiсце (3.5). Залишилось

тiльки зауважити, що Θ(B) =
1

1− Φ(B)
.

Прогнозування AR-процесiв. Розглянемо застосування цiєї фор-
мули для випадку AR(1)-процесу: (1− φ1B)yt = φ0 + εt. Тодi

Θ(B) =
1

1− φ1B
, µ =

φ0

1− φ1
(див. с. 33). Оскiльки Θ(B) = 1+φ1B+

φ2
1B

2 + φ3
1B

3 + . . ., то[
Θ(B)
Bτ

]
+

= φτ1 + φτ+1
1 B + φτ+2

1 B2 + . . . =

= φτ1(1 + φ1B + φ2
1B

2 + . . .) =
φτ1

1− φ1B
.

1Випадок τ > q мало цiкавий, бо ŷt+τ |t = µ.
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Тому за (3.5)

ŷt+τ |t =
φ0

1− φ1
+ φτ1

(
yt −

φ0

1− φ1

)
=
φ0(1− φτ1)

1− φ1
+ φτ1yt

Порiвнюючи першу частину цiєї рiвностi з

ŷt+τ+1|t =
φ0

1− φ1
+ φτ+1

1

(
yt −

φ0

1− φ1

)
робимо висновок, що

ŷt+τ+1|t =
φ0

1− φ1
+ φ1

(
ŷt+τ |t −

φ0

1− φ1

)
Це є один iз записiв закону iтеративних сподiвань. Очевидно, що
ŷt|t = yt.

Подiбна ситуацiя має мiсце i в загальному випадкуAR(p)-процесу.
Розглянемо часовий ряд

yt = φ0 + φ1yt−1 + φ2yt−2 + . . .+ φpyt−p + εt

i запишимо його у виглядi

yt − µ = φ1(yt−1 − µ) + φ2(yt−2 − µ) + . . .+ φp(yt−p − µ) + εt,

де µ =
φ0

1− φ1 − φ2 − . . .− φp
. Така рiвнiсть повинна зберiгатись i

для прогнозних значень, тобто

ŷt+τ |t−µ = φ1(ŷt+τ−1|t−µ)+φ2(ŷt+τ−2|t−µ)+. . .+φp(ŷt+τ−p|t−µ)+ε̂t+τ |t.

Оскiльки ε̂t+τ |t = 0, то

ŷt+τ |t−µ = φ1(ŷt+τ−1|t−µ) +φ2(ŷt+τ−2|t−µ) + . . .+φp(ŷt+τ−p|t−µ).

Враховуючи, що ŷj|t = yj при j = 1, 2, . . . , t, одержимо рекурентнi
формули для прогнозiв

ŷt+1|t − µ = φ1(yt − µ) + φ2(yt−1 − µ) + . . .+ φp(yt−p+1 − µ)
ŷt+2|t − µ = φ1(ŷt+1|t − µ) + φ2(yt − µ) + . . .+ φp(yt−p+2 − µ)
ŷt+3|t − µ = φ1(ŷt+2|t − µ) + φ2(ŷt+1|t − µ) + . . .+ φp(yt−p+3 − µ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ŷt+p+1|t − µ = φ1(ŷt+p|t − µ) + φ2(ŷt+p−1|t − µ) + . . .+ φp(ŷt+1|t − µ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

де вважаємо, що ŷj|t = µ при j ≤ 0 i t ≥ p.
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Прогнозування MA-процесiв. Запропоновану методику можна
використовувати i для пiдрахунку прогнозiв для MA-процесiв. Роз-
глянемо її на прикладi MA(1)-процесу:

yt = µ+ εt + θ1εt−1 = µ+ (1 + θ1B)εt

Застосування формули Вiнера-Колмогорова приводить до

ŷt+τ |t = µ+
[

1 + θ1B

Bτ

]
+

1
1 + θ1B

(yt − µ),

що при τ ≥ 2 дає ŷt+τ |t = µ, а

ŷt+1|t = µ+
θ1

1 + θ1B
(yt − µ) = µ+ θ1(yt − µ)− θ21(yt−1 − µ) + . . .

Слiд зауважити, що для того, щоб досягти досить високого наближе-
ння, достатньо пiдрахувати лише декiлька доданкiв. Якщо значення
θ1 є досить близьким до нуля, важливими є лише декiлька перших
доданкiв в одержанiй сумi. Але якщо θ1 є близьким до 1, то потрi-
бно використовувати для розрахункiв велику кiлькiсть доданкiв, що
значно ускладнює розрахунки.

Тому був розроблений альтернативний метод для прогнозування
MA-процесiв. Для MA(1)-процесу запишимо εt = yt − θ1εt−1 − µ.
Припустивши, що ε̂0 = 0 матимемо

ε̂1 = y1 − θ1ε̂0 − µ = y1 − µ,
ε̂2 = y2 − θ1ε̂1 − µ = y2 − µ− θ1(y1 − µ),
ε̂3 = y3 − θ1ε̂2 − µ = y3 − µ− θ1(y2 − µ) + θ21(y1 − µ) i т.д.

Крiм того очевидно, що yt+1 = µ+ εt+1 + θ1εt. Тому

ŷt+1|t = µ+ ε̂t+1|t + θ1ε̂t|t = µ+ θ1ε̂t|t = µ+ θ1ε̂t,

ŷt+2|t = µ+ ε̂t+2|t + θ1ε̂t+1|t = µ,

. . . . . . . . . . . .

ŷt+τ |t = µ

У загальному випадку для MA(q)-процесу

yt = µ+ (1 + θ1B + θ2B
2 + . . .+ θqB

q)εt
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застосування формули Вiнера-Колмогорова дає

ŷt+τ |t = µ+
[

1 + θ1B + θ2B
2 + . . .+ θqB

q

Bτ

]
+

×

× 1
1 + θ1B + θ2B2 + . . .+ θqBq

(yt − µ).

Оскiльки [
1 + θ1B + θ2B

2 + . . .+ θqB
q

Bτ

]
+

=

=
{
θτ + θτ+1B + θτ+2B

2 + . . .+ θqB
q−τ , τ = 1, q,

0, τ > q,

1
1 + θ1B + θ2B2 + . . .+ θqBq

(yt − µ) = εt,

то

ŷt+τ |t =
{
µ+ (θτ + θτ+1B + θτ+2B

2 + . . .+ θqB
q−τ )εt, τ = 1, q,

µ, τ > q

або

ŷt+τ |t =
{
µ+ θτεt + θτ+1εt−1 + θτ+2εt−2 + . . .+ θqεt−(q−τ), τ = 1, q,
µ, τ > q.

Крiм того, в момент часу t середнi значення оцiнок збурень попере-
днiх перiодiв збiгаються iз самими збуреннями та їх оцiнками, тобто,
ε̂j|t = εj = ε̂j при j = 1, 2, . . . , t. Отже,

ŷt+τ |t =
{
µ+ θτ ε̂t|t + θτ+1ε̂t−1|t + . . .+ θq ε̂t−(q−τ)|t, τ = 1, q,
µ, τ > q.

=

=
{
µ+ θτ ε̂t + θτ+1ε̂t−1 + . . .+ θq ε̂t−(q−τ), τ = 1, q,
µ, τ > q.

Оцiнки збурень у кожен перiод часу пiдраховуються за рекурентни-
ми формулами:

ε̂1 = y1 − µ,
ε̂2 = y2 − µ− θ1ε̂1,
ε̂3 = y3 − µ− θ1ε̂2 − θ2ε̂1,
. . . . . . . . .

ε̂t = yt − µ− θ1ε̂t−1 − θ2ε̂t−2 − . . .− θq ε̂t−q
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Тут враховано, що ε̂j = 0 при j ≤ 0.
Аналогiчно у випадку MA(∞)-процесу одержуємо для всiх τ > 0

ŷt+τ |t = µ+ θτ ε̂t + θτ+1ε̂t−1 + . . .+ θτ+t−1ε̂1.

Прогнозування ARMA-процесiв. Розглянемо процесARMA(p, q)

(1− φ1B − . . .− φpBp)(yt − µ) = (1 + θ1B + . . .+ θqB
q)εt

Тут на вiдмiну вiд попереднiх записiв ми зробили замiну

φ0 = µ(1− φ1 − . . .− φp).

Для перiоду t+ τ маємо

yt+τ = µ+ φ1(yt+τ−1 − µ) + φ2(yt+τ−2 − µ) + . . .+ φp(yt+τ−p − µ) +
+ εt+τ + θ1εt+τ−1 + θ2εt+τ−2 + . . .+ θqεt+τ−q.

Закон iтеративних сподiвань дозволяє записати

ŷt+τ |t = µ+
+ φ1(ŷt+τ−1|t − µ) + φ2(ŷt+τ−2|t − µ) + . . .+ φp(ŷt+τ−p|t − µ) +
+ ε̂t+τ |t + θ1ε̂t+τ−1|t + θ2ε̂t+τ−2|t + . . .+ θq ε̂t+τ−q|t.

Далi враховуємо, що

ŷt−j|t =
{
yt−j , при j = 0, 1, . . . t− 1,
0, при j ≥ t

та при j ≥ 0

ε̂t+j+1|t = 0,
ε̂t−j|t = ε̂t−j =

= yt−j − µ− φ1(yt−j−1 − µ)− . . .− φp(yt−j−p − µ)−
− θ1ε̂t−j−1 − θ2ε̂t−j−2 − . . .− θq ε̂t−j−q.

За допомогою перерахованих методiв здiйснюється прогнозуван-
ня на основi ARMA-моделей. Данi часових рядiв {YT } є вiдомими,
збурення оцiнюються за вищенаведеною методикою i, маючи значе-
ння коефiцiєнтiв вiдповiдних моделей, можна отримати як точкове
значення прогнозу, так i вiдповiдний надiйний iнтервал iз заданим
рiвнем надiйностi. Єдиною проблемою при аналiзi часових рядiв за-
лишається оцiнка параметрiв φi, i = 0, 1, . . . , p та θj , j = 1, 2, . . . , q.
Вирiшенню цiєї проблема присвячений наступний пункт.
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3.7 Оцiнювання невiдомих параметрiв
Для знаходження невiдомих параметрiв ARMA-моделей можна ви-
користати метод найменших квадратiв. Вiн застосовується при оцiн-
цi AR-моделей виду

yt = φ0 + φ1yt−1 + φ2yt−2 + . . .+ φpyt−p + εt.

Суть методу полягає у мiнiмiзацiї суми квадратiв збурень за всi пе-
рiоди:

S =
T∑

t=p+1

ε2t =
T∑

t=p+1

(yt − φ0 − φ1yt−1 − φ2yt−2 − . . .− φpyt−p)2

як функцiї вiд φ0, φ1,...,φp.
Позначивши

y =


yp+1

yp+2

. . .
yT

 , X =


1 yp yp−1 . . . y1
1 yp+1 yp . . . y2
. . . . . . . . . . . . . . .
1 yT−1 yT−2 . . . yT−p

 ,

ε =


εp+1

εp+2

. . .
εT

 , φ =


φ0

φ1

. . .
φp

 ,

матимемо рiвняння множинної регресiї y = Xφ+ε, звiдки отримуємо
оцiнки коефiцiєнтiв φ̂ = (X ′X)−1X ′y.

Описану методику не можна прямо застосовувати дляMA-процесiв,
тому розроблений модифiкований алгоритм знаходження оцiнок для
довiльногоMA(q)-процесу. Для прикладу розглянемоMA(1)-процес
yt = µ+ εt + θ1εt−1. Нашою метою є мiнiмiзацiя функцiї

S =
T∑
t=1

ε2t =
T∑
t=1

(yt − µ− θ1εt−1)2.

Оскiльки нам невiдомi попереднi збурення, то ми використовуємо їх
рекурентнi оцiнки:

ε̂0 = 0,
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ε̂1 = y1 − µ
ε̂2 = y2 − µ− θ1ε̂1 = y2 − µ− θ1(y1 − µ)
. . . . . . . . .

ε̂k = yk − µ− θ1(yk−1 − µ) + θ21(yk−2 − µ)− . . .+
+(−1)k−1θk−1

1 (y1 − µ)

Отже, потрiбно мiнiмiзувати функцiю S =
T∑
t=1

ε̂2t . Мiнiмiзацiя та-

кої функцiї здiйснюється за допомогою градiєнтних методiв, з яких
можна окремо видiлити нелiнiйний метод найменших квадратiв та
метод Гауса.

3.8 ARIMA-процеси
В багатьох прикладних задачах з даних вiдразу стає зрозумiло, що
припущення про фiксований рiвень середнього часового ряду хибне.
Однiєю з найбiльш поширених моделей часового ряду для опису та-
кого типу нестацiонарностi є модель з одиничними коренем. Така
модель виникає, якщо розглянути ARMA(p, q) процес

yt = φ0 + φ1yt−1 + . . .+ φpyt−p + εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q

i дозволити многочлену 1− φ1z − φ2z
2 − . . .− φpzp мати одиничний

корiнь. Найпростiшим прикладом такого процесу є випадкове блу-
кання yt = yt−1 + εt.

Якщо порядок одиничного кореня згаданого многочлена d, то ма-
ємо ARIMA(p, d, q)-процес. Моделi такого типу, крiм змiнного сере-
днього, мають багато iнших цiкавих властивотей, наприклад – довгу
пам’ять (з часом залежнiсть мiж спостереженнями зменшується по-
вiльнiше нiж у випадку стацiонарних моделей).

ARIMA(p, d, q)-процеси є загальною моделлю прогнозування не-
стацiонарних часових рядiв, якi можуть бути приведенi до стацiонар-
ного виду за допомогою логарифмування або рiзниць. Запис проце-
су має три параметри: p – кiлькiсть лагових змiнних, q – кiлькiсть
лагових збурень, d – кiлькiсть рiзниць. Пiд рiзницею розумiється
трансформацiя часового ряду за правилом

ỹt = yt − yt−1 = (1−B)yt, t = 2, T .



52 Роздiл 3. Стацiонарнi та звiднi до них часовi ряди

Iнодi, значення початкового ряду спочатку логарифмують, тодi

ỹt = ln
yt
yt−1

= ln yt − ln yt−1, t = 2, T .

В цьому випадку новi значення ỹt вiдповiдають рiвню зростання про-
цесу.

Процес називається iнтегрованим порядку d, коли (1 − B)dyt, є
стацiонарним та перетворюваним процесом. Отриманий пiсля цього
стацiонарний процес вiдрiзняється вiд початкового кiлькiстю спосте-
режень.

Отже, пiсля d-кратного застосування до ARIMA(p, d, q)-процесу
рiзницевого оператора ∆ = 1−B одержуємо ARMA(p, q)-процес.

Припустимо, що часовий ряд {YT } є таким, що узгоджується з
моделлю ARIMA(p, d, q)-процесу. Тобто ряд (1 − B)dyt, t = d+ 1, T
має структуру ARMA(p, q)-процесу. Отже,

(1−B)dyt = φ0 + Φ(B)(1−B)dyt + Θ(B)εt,

де Φ(B) = φ1B+φ2B
2+. . .+φpBp, Θ(B) = 1+θ1B+θ2B2+. . .+θqBq.

Звiдси
(1−B)d(1− Φ(B))yt = φ0 + Θ(B)εt

i многочлен (1 − B)d(1 − Φ(B)) має одиничний корiнь порядку d. В
такому випадку кажуть, що процес має одиничний корiнь. Дуже ва-
жливим є визначення того, чи є одиничний корiнь в процесу. Тодi за
допомогою застосування рiзниць його можна звести до стацiонарно-
го.

Прогнозування ARIMA-процесiв. Розглянемо ARIMA(p, 1, q)-
процес. Нам вiдомо, що в цьому випадку ряд (1−B)yt можна запи-
сати у виглядi MA(∞)-процесу:

zt = (1−B)yt = µ+ Θ(B)εt, де Θ(B) = 1 + θ1B + θ2B
2 + . . .

Знайдемо прогнознi значення (див. с. 49)

ẑt+τ |t = µ+ θτ ε̂t + θτ+1ε̂t−1 + . . .+ θτ+t−1ε̂1.

Тут як i ранiше вважаємо, що ε̂j = 0 при j ≤ 0.
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Для отримання прогнозу ŷt+τ |t необхiдно зазначити, що

yt+τ = yt + (yt+1 − yt) + (yt+2 − yt+1) + . . .+ (yt+τ − yt+τ−1) =
= yt + zt+1 + zt+2 + . . .+ zt+τ ,

звiдки ŷt+τ |t = yt + ẑt+1|t + ẑt+2|t + . . .+ ẑt+τ |t. Отже,

ŷt+τ |t = yt + τµ+ (θ1ε̂t + θ2ε̂t−1 + . . .+ θtε̂1)+

+(θ2ε̂t+θ3ε̂t−1 + . . .+θt+1ε̂1)+ . . .+(θτ ε̂t+θτ+1ε̂t−1 + . . .+θτ+t−1ε̂1) =

= yt + τµ+ (θ1 + θ2 + . . .+ θτ )ε̂t + (θ2 + θ3 + . . .+ θτ+1)ε̂t−1 + . . .+

+(θt + θt+1 + . . .+ θτ+t−1)ε̂1.

Оцiнки ε̂j знаходимо за рекурентними формулами (див. с. 48)

ε̂1 = z1 − µ,
ε̂2 = z2 − µ− θ1ε̂1,
ε̂3 = z3 − µ− θ1ε̂2 − θ2ε̂1,
. . . . . . . . .

ε̂t = zt − µ− θ1ε̂t−1 − θ2ε̂t−2 − . . .− θq ε̂t−q

Помилка прогнозування становитиме

yt+τ−ŷt+τ |t = yt+zt+1+zt+2+. . .+zt+τ−(yt+ẑt+1|t+ẑt+2|t+. . .+ẑt+τ |t).

Оскiльки

zt+τ − ẑt+τ |t = εt+τ + θ1εt+τ−1 + . . .+ θτ−1εt+1 + θτ (εt − ε̂t) + . . . =

= εt+τ + θ1εt+τ−1 + . . .+ θτ−1εt+1,

бо ε̂j = εj при j ≤ t, то

yt+τ − ŷt+τ |t = εt+1 +
+ εt+2 + θ1εt+1 +
. . . . . . . . . . . .

+ εt+τ + θ1εt+τ−1 + . . .+ θτ−1εt+1 =
= εt+τ + (1 + θ1)εt+τ−1 + . . .+ (1 + θ1 + . . .+ θτ−1)εt+1.

Отже,

MSE = E(yt+τ− ŷt+τ |t)2 = (1+(1+θ1)2+. . .+(1+θ1+. . .+θτ−1)2)σ2.



54 Роздiл 3. Стацiонарнi та звiднi до них часовi ряди

3.9 Аналiз часових рядiв Бокса-Дженкiнса

Джордж Бокс та Гвiлiм Дженкiнс розвинули метод аналiзу часових
рядiв, якi можна задати у виглядi ARIMA-процесiв. За допомогою
цiєї методики можна знаходити всi невiдомi параметри, включаючи
кiлькiсть лагових змiнних. Вибiр вiдповiдної моделi для часового
ряду здiйснюється за три етапи.

Iдентифiкацiя моделi. Через порiвняння функцiй автокореляцiї
та часткових автокореляцiйних функцiй часового ряду з теорети-
чними функцiями рiзних ARIMA(p, d, q)-процесiв обираються пара-
метри моделi: p – кiлькiсть лагових змiнних, q – кiлькiсть лагових
збурень, d – кiлькiсть рiзниць.

Оцiнка моделi. За допомогою вiдповiдної методики, найчастiше
при максимiзацiї функцiї правдоподiбностi, знаходяться коефiцiєнти
моделi.

Дiагностика моделi. За допомогою рiзноманiтних критерiїв, якi
перевiряють всi властивостi залишкiв, придатнiсть моделi, встанов-
люється, чи адекватна модель вiдповiдному процесу.

Iдентифiкацiя моделi. Першим кроком iдентифiкацiї є визначе-
ння, чи є поданий часовий ряд стацiонарним, чи необхiдно врахову-
вати сезоннi коливання. Стацiонарнiсть ряду може бути визначена
з графiку часового ряду. Вiн повинен показувати незначнi коливан-
ня навколо деякого постiйного рiвня. Також стацiонарнiсть можна
визначити з графiка функцiї автокореляцiї. Нестацiонарнi процеси
часто мають графiк з повiльно спадаючою кривою. Сезоннiсть або
перiодичнiсть може бути визначена з графiка функцiї автокореля-
цiї або графiка сезонностi. Якщо процес здається нестацiонарним,
то застосовують метод рiзниць. На практицi достатньо одного чи
двох застосувань цього методу. Якщо пiсля цього отриманий ряд
здається стацiонарним, то величину d можна вважати визначеною.
Якщо дуже важко визначити, чи є ряд стацiонарним, то будується
корелограма, графiк якої не спадає до 0 для нестацiонарних рядiв.

Згадаємо, що корелограмою для часових рядiв є графiк коефiцi-
єнта автокореляцiї в залежностi вiд його порядку. Для бiлого шуму
при великих T наближений розподiл кожного γk є нормальним з ну-

льовим середнiм та дисперсiєю
1
T
. Тому надiйним iнтервалом з рiв-

нем надiйностi 0,95, у якому повиннi лежати γk, щоб процес можна
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було вiднести до стацiонарних, буде
(
−1, 96√

T
;

1, 96√
T

)
. На практицi

бiльш важливо дослiдити загальну поведiнку коефiцiєнтiв автокоре-
ляцiї, тому потрiбно, щоб усi γk для k > q попадали у надiйний iн-
тервал. Тодi можна говорити, що ряд розвивається якMA(q)-процес.
Всi можливi види функцiї автокореляцiї наведенi у таблицi.

Форма корелограми Модель часового ряду

Експоненцiйна, набли-
жається до нуля.

AR(p) (треба використовувати гра-
фiк часткової автокореляцiї для ви-
значення порядку p).

Коливання навколо нуля
поступово затухають.

AR(p) (треба використовувати гра-
фiк часткової автокореляцiї для ви-
значення порядку p).

Один чи бiльше пiкiв, iн-
шi точки близькi до ну-
ля.

MA(q) (порядок q визначається то-
чкою, де графiк попадає у надiйний
iнтервал).

Затухання пiсля декiль-
кох пiкiв.

ARMA-модель.

Всi значення дорiвню-
ють нулю або близькi до
нуля.

Випадковi данi, тобто часовий ряд
згенерований випадковими чинника-
ми.

Великi значення повто-
рюються перiодично.

Значний вплив сезонних коливань.

Нема затухання до нуля. Данi нестацiонарнi.

Часткова корелограма використовується для визначення кiлько-
стi лагових змiнних у AR(p)-процесi. Очевидно, що з теоретичної то-
чки зору, оцiнка коефiцiєнта автокореляцiї k-того порядку при k > p
повинна дорiвнювати нулю. Таким чином, якщо процес згенерований
AR(p)-процесом, то на частковiй корелограмi графiк повинен спада-
ти до нуля, тобто належати довiрчому iнтервалу, при k > p. Як i в

попередньому випадку, використовується iнтервал
(
−1, 96√

T
;

1, 96√
T

)
.

На практицi графiки автокореляцiї та часткової автокореляцiї
не завжди є доволi ясними, тому iнодi є досить важким завдан-
ням визначити параметри моделi. Iнодi коли на дiаграмах не мо-
жна побачити наближення до нуля, використовують змiшанi про-
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цеси ARMA. Iнодi, оцiнюють декiлька можливих моделей i обира-
ють найкращу за допомогою третього етапу – дiагностики моде-
лi. Загальний алгоритм процесу iдентифiкацiї наведений у дiаграмi.

Початок

?
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так

нi

?

Чи є графiк
корелограми
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нi
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корелограмi?

так

нi

?
MA

-
Чи є очевидний
спад на частковiй

корелограмi?

так

нi

?
AR

- ARMA

Використати
метод рiзниць

6

�

-

Оцiнка моделi. Розглянемо застосування методу максимальної
правдоподiбностi, який дозволяє отримувати оцiнки коефiцiєнтiв для
буль-якої моделi ARMA-процесу.

Запишемо ARMA(p, q)-процес у виглядi

yt − µ =
p∑
j=1

φj(yt−j − µ) + εt +
q∑
j=1

θjεt−j .

Розподiл вектора {YT } залежить вiд p+q+2 параметрiв φi (i = 1, p),
θj (j = 1, q), µ, σ2. Згадаємо, що µ є математичним сподiванням
кожного yt, σ2 – дисперсiя кожного εt.
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Припустимо, що елементи бiлого шуму εt мають нормальний роз-
подiл. I тому через лiнiйнiсть моделi вектор {YT } також нормально
розподiлений з середнiм µI та коварiацiйною матрицею σ2V (φ, θ).
Тут I = (1, 1, . . . , 1)′, φ = (φ1, φ2, . . . , φp)′, θ = (θ1, θ2, . . . , θq)′.

Щiльнiсть розподiлу такого вектора має вигляд (x ∈ RT )

f(x, φ, θ, µ, σ) = (2π)−T/2(σ2T detV (φ, θ))−1/2×

× exp
{
− (x− µI)′(V (φ, θ))−1(x− µI)

2σ2

}
.

Тому натуральний логарифм функцiї правдоподiбностi такий:

lnL(YT , φ, θ, µ, σ) = −T
2

ln 2π − T lnσ − 1
2

ln detV (φ, θ)−

− (YT − µI)′(V (φ, θ))−1(YT − µI)
2σ2

.

Оцiнки φi, θj , µ, σ2 отримуються завдяки чисельнiй максимiзацїї на-
веденого логарифма функцiї правдоподiбностi. При великiй кiлько-
стi спостережень стає важким при розрахунках знаходити обернену
матрицю. Для практичних розрахункiв, коли, як правило T < 200, це
не становить для сучасного програмного забезпечення великої про-
блеми.

Дiагностика моделi. Пiсля того, як отриманi коефiцiєнти вiдпо-
вiдної моделi, останнiм етапом є її перевiрка на адекватнiсть. Це
можна зробити декiлькома шляхами. По-перше, можна визначити
залишки i перевiрити, чи задовольнять вони властивостям бiлого
шуму. По-друге, можна порiвняти модель з iншими, якi утворенi з
даної додаванням чи вiднiманням одного чи двох лагових змiнних
чи залишкiв. По-третє, можна провести спектральний аналiз моделi.
У цьому роздiлi ми послiдовно розглянемо всi цi можливостi дiагно-
стики.

Аналiз залишкiв. Всi теоретичнi ARMA моделi включають
до свого складу випадковий компонент з властивостями бiлого шу-
му. Залишки моделi отримуються завдяки вiднiманню вiд реальних
значень вiдомих параметрiв моделi. Для AR(p)-процесу

yt − µ =
p∑
j=1

φj(yt−j − µ) + εt
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послiдовнiсть оцiнок залишкiв будується за правилом:

ε̂t = yt − µ̂−
p∑
j=1

φ̂j(yt−j − µ̂).

Зауважимо, що при визначеннi ε̂t при t ≤ p вважаємо yj = µ̂ для
j ≤ 0.

Для MA(q)-моделi

yt = µ+ εt +
q∑
j=1

θjεt−j

послiдовнiсть оцiнок залишкiв будується рекурентно (з врахуванням
ε̂j = 0, j ≤ 0):

ε̂1 = y1 − µ̂,
ε̂2 = y2 − µ̂− θ̂1ε̂1,
. . . . . . . . .

ε̂t = yt − µ̂−
q∑
j=1

θ̂j ε̂t−j при t > q.

Нарештi, для ARMA(p, q)-процесу

yt − µ =
p∑
j=1

φj(yt−j − µ) + εt +
q∑
j=1

θjεt−j ,

маємо

ε̂1 = y1 − µ̂,
ε̂2 = y2 − µ̂− φ̂1(y1 − µ̂)− θ̂1ε̂1,
. . . . . . . . .

ε̂t = yt − µ̂−
p∑
j=1

φ̂j(yt−j − µ̂)−
q∑
j=1

θ̂j ε̂t−j при t > max(p, q).

Отриманi залишки повиннi бути протестованi на вiдповiднiсть бi-
лому шуму. По-перше, властивiстю бiлого шуму є те, що стандартне

вiдхилення автокореляцiї є близьким до
1√
T
. Таким чином, можна
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порiвняти значення автокореляцiї залишкiв з цим значенням. Слiд
пам’ятати, що цi залишки не є бiлим шумом, а лише згенерованi за
допомогою вiднiмання вiд реальних значень теоретичних значень,
тому є досить природнiм, що автокореляцiя малого порядку буде
значно бiльшою за автокореляцiю великого порядку. На питання,
чи являються автокореляцiї перших m порядкiв задовiльними для
того, щоб залишки вiдповiдали процесу бiлого шуму, дає вiдповiдь

така статистика: Q = T

m∑
j=1

γ̂2
j , яка має χ2

m−p−q-розподiл. Якщо мо-

дель складається лише з однiєї константи, то потрiбно вiдняти ще
одну ступiнь волi. На жаль, цей тест дає дуже погане наближення,
що веде часто до вiдхилення моделi. Тому цей тест був модифiкова-

ний. Статистикою критерiю є Q = T (T+2)
m∑
j=1

1
T − j

γ̂2
j . Ця величина

повинна мати той самий χ2
m−p−q-розподiл. Але й цей тест не завжди

дає добрi результати.

Порiвняння моделi. Нехай ми iдентифiкували ARMA(p, q)-
процес як задовiльну модель для опису часового ряду та оцiнили
коефiцiєнти за допомогою методу максимальної правдоподiбностi,
причому L0 – максимальне значення логарифму функцiї правдопо-
дiбностi. Тепер повторимо цю процедуру для ARMA(p + 1, q)- та
ARMA(p, q + 1)-моделей. Отримаємо значення L1 та L2 вiдповiдно.
Згiдно зi стандартною теорiєю тестування функцiї правдоподiбно-
стi, якщо початкова ARMA(p, q) модель є коректною, то статистики
2(L1−L0) та 2(L2−L0) розподiленi як χ2

1-розподiл. Така перевiрка є
дуже простою. Але, коли данi є сильно корельованi мiж собою, таке
тестування може давати невiрнi результати.

Числовi критерiї. Пiсля того, як оцiненi коефiцiєнти моделi,
треба визначити наскiльки добре ця модель описує часовий ряд. На
вiдмiну вiд попереднiх тестувань, числовi критерiї лише видають де-
яке значення, по якому можна судити про адекватнiсть моделi. За-
гальна характеристика критерiїв з їх властивостями подана у табли-
цi:
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Назва критерiю Формула пiдрахунку Бажаний
екстремум

Коефiцiєнт де-
термiнацiї

R2 = 1− ε′T εT∑T
t=1(tt − ȳ)2

1

Зважений кое-
фiцiєнт детер-
мiнацiї

R̄2 = 1− T − 1
T − p− q

(1−R2) 1

Прогнозний
критерiй

FC =
ε′T εT

T − p− q

(
1 +

p+ q

T

)
min

Iнформацiйний
критерiй

AIC = ln
(
ε′T εT
T

)
+ 2

p+ q

T
min

Iнформацiйний
критерiй
Шварца-
Рiссанена

SIC = ln
(
ε′T εT
T

)
+
p+ q

T
lnT min

Критерiй
Ханнана-Квiна

HQ = ln
(
ε′T εT
T

)
+ c

p+ q

T
ln lnT ,

c ≥ 2

min

Застосування всiх критерiїв одночасно може призвести до рiзних
рiшень. Наприклад, коефiцiєнт детермiнацiї може призводити до збiль-
шення параметрiв р та q, тому цей критерiй застосовувати для прийня-
ття рiшень не варто. Зважений коефiцiєнт детермiнацiї навпаки при-
зводить до зменшення числа доданкiв у ARMA-процесах. Iншi кри-
терiї є бiльш сильними. Найбiльш цiкавими є останнi два критерiї,
якi є спроможними, тобто при T → +∞ повнiстю iдентифiкують
iстинну модель. Критерiй AIC, як правило, призводить до збiльше-
ння числа параметрiв.



Роздiл 4

Новiтнi моделi та методи
аналiзу часових рядiв

4.1 Огляд моделей та методiв

4.1.1 Лiнiйнi моделi

Моделi з довгою пам’яттю. Побудова графiка емпiричної коре-
ляцiйнi функцiї для багатьох показникiв, зокрема у фiнансах, часто
демонструє характер повiльного спадання її значень до нуля. Це яви-
ще довгої пам’ятi, як уже зазначалось, може описуватись ARIMA-
процесами.

Бiльш загальна модель, яка зараз починає все ширше застосову-
ватись, цеARFIMA(p, d, q)-процес, який узагальнюєARIMA(p, d, q)
на випадок нецiлих d. Визначимо для d ∈ (−0, 5; 0, 5):

(1−B)d =
+∞∑
k=0

(−1)kCkdB
k, деCkd =

d(d− 1) . . . (d− k + 1)
k!

.

Якщо часовий ряд (1−B)dyt є ARMA(p, q)-процесом, то кажуть, що
{yt} описується ARFIMA(p, d, q) моделлю.

61
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4.1.2 Моделi часових рядiв зi змiнною
волатильнiстю.

У багатьох реальних задачах дослiдника цiкавить не лише вивчення
та передбачення рiвня (середнього) часового ряду, але i волатиль-
нiсть (дисперсiя) показникiв. Скажiмо для процесу AR(p):

yt = φ0 + φ1yt−1 + . . .+ φpyt−p + εt

без одиничних коренiв легко отримати оптимальний лiнiйний про-
гноз рiвня yt за спостереженнями yt−1, yt−2,...:

ŷt = φ0 + φ1yt−1 + . . .+ φpyt−p.

Проте в багатьох реальних задачах волатильнiсть такого ряду
не є сталою. Наприклад для електронних торгiв вона змiнюється на
протязi доби, у сезонному виробництвi – протягом року, iнвестори
вiд бiльш ризикових акцiй (з бiльшою волатильнiстю) очiкують вищi
дивiденди як компенсацiю. Для опису змiнної волатильностi одним
iз найпопулярнiших сучасних класiв моделей є гетероскедастичнiсть.

Авторегресiйна умовна гетероскедастичнiсть. Основна iдея
умовної гетероскедастичностi полягає у описi бiлого шуму εt зно-
ву ж за допомогою процесу авторегресiї. Оскiльки ми зацiкавленi
у змiннiй волатильностi, то авторегресiйна модель розглядається не
для εt, а для ε2t .

Кажуть, що εt авторегресiйний умовно гетероскедастичний про-
цес порядку m (ARCH(m)), якщо вiн задовольняє рiвняння

ε2t = α0 + α1ε
2
t−1 + α2ε

2
t−2 + . . .+ αmε

2
t−m + wt,

де wt – бiлий шум, α0, α1,..., αm – сталi.
Досить часто зустрiчається iнше визначення ARCH(m)-процесу:

εt =
√
htνt, (4.1)

де νt – незалежнi однаково розподiленi випадковi величини з нульо-
вим середнiм та одиничною дисперсiєю , а ht визначається за фор-
мулою

ht = α0 + α1ε
2
t−1 + α2ε

2
t−2 + . . .+ αmε

2
t−m. (4.2)

У сучаснiй журнальнiй лiтературi можна знайти величезну кiлькiсть
рiзноманiтних узагальнень ARCH-процесу, якi використовують для
певних класiв прикладних задач. Розглянемо деякi з них.
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Узагальнена авторегресiйна умовна гетероскедастична мо-
дель. Кажуть. що εt – узагальнений авторегресiйний умовно ге-
тероскедастичний процес (GARCH(r,m)), якщо вiн описується рiв-
няннями :

εt =
√
htνt,

ht = δ0+δ1ht−1+δ2ht−2+ . . .+δrht−r+α1ε
2
t−1+α2ε

2
t−2+ . . .+αmε2t−m,

де δ0, δ1, δ2,..., δr, α1, α2,..., αm – сталi, а νt – такi як в (4.1). Коефi-
цiєнти δ0, δ1, δ2,..., δr, α1, α2,..., αm вибирають такими, щоб ARMA-
процес ε2t був без одиничного кореня. Якщо ж

r∑
i=1

δi +
m∑
j=1

αj = l,

то ε2t – процес з одиничним коренем. Вiдповiдну модель називають
iнтегрованим GARCH i позначають IGARCH.

ARCH в середньому. Для моделювання таких ситуацiї в фi-
нансах, коли бiльш ризиковi цiннi папери дають бiльший прибуток
у середньому, була запропонована нова регресiйна модель ARCH в
середньому (ARCH −M) яка задається рiвняннями (4.1), (4.2) i

yt = x′tβ + δht + εt

де xt, β – вектори, δ – стала. Вплив волатильностi εt на рiвень часо-
вого ряду yt визначає параметр δ.

Моделювання ефекту важеля. Часовий ряд εt в (4.1) зада-
ється експоненцiйною GARCH (EGARCH) моделлю, якщо ht опи-
сується рiвнянням :

lnht = α0 +
+∞∑
j=1

αj(|νt−j | −E|νt−j |+ cνt−j)

В такiй моделi параметр c дає змогу ввести ефект асиметрiї. При c =
0 рiвнi за модулем додатнi та вiд’ємнi значення νt−j мають однаковий
вплив на волатильнiсть. При c < 0 додатнi значення νt−j збiльшують
волатильнiсть менше нiж вiд’ємнi. Такою моделлю можна описувати
вiдомий в економiцi ефект важеля – рiзке зниження цiн акцiй веде
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до бiльшого збiльшення ризикованостi акцiй, нiж збiльшення їхньої
цiни.

Ще одна модель для опису асиметрiї базується на замiнi других
степенiв εt−j на квадратичнi функцiї вiд εt−j . В такiй квадратичнiй
ARCH (QARCH) моделi ht визначається рiвнянням:

ht = α0 + α1ε
2
t−1 + β1εt−1 + . . .+ αmε

2
t−m + βmεt−m.

Параметри αi та βi мають обиратись так, щоб значення ht були не-
вiд’ємними.

Iнша GARCH модель для ефекту важеля задає ht рiвнянням:

ht = δ0 + δ1ht−1 + α1ε
2
t−l + c · I(εt−l)ε2t−l,

де I(x) =
{

1, якщоx > 0,
0, iнакше – функцiя Хевiсайда.

Нелiнiйна модель волатильностi. Для внесення нелiнiйно-
стi в авторегресiю при визначеннi волатильностi застосовують степе-
неве перетворення. Таку модель часового ряду називають нелiнiйною
ARCH (NARCH). В нiй

ht = (α0 + α1(ε2t−1)δ + . . .+ αm(ε2t−m)δ)
1
δ

де δ, α0 > 0, αi ≥ 0 для i = 1, 2, . . . ,m – сталi.

4.1.3 Нелiнiйнi моделi
Нелiнiйна модель, подає значення часового ряду в момент t (ска-
жiмо цiну акцiй yt) як деяку нелiнiйну функцiю f вiд бiлого шуму
(попереднiх надходжень iнформацiї)

yt = f(εt, εt−1, . . .) (4.3)

Специфiкацiя функцiї f веде до цiлого ряду сучасних прикладних
моделей. Розглянемо деякi з них.

Бiлiнiйна модель. Легко зрозумiти, що лiнiйна модель виду yt =

µ +
+∞∑
i=1

ψiεt−i може розглядатись як апроксимацiя моделi (4.3) при
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розкладi функцiї f в ряд Тейлора з обмеженням лише членами пер-
шого порядку. Бiлiнiйна модель є природним узагальненням, якщо
для покращення апроксимацiї включити члени другого порядку з
розкладу f . В цьому разi матимемо таке зображення нашого ряду:

yt = φ0 +
p∑
i=1

φiyt−i +
q∑
j=1

θjεt−j +
m∑
i=1

s∑
j=1

βijyt−iεt−j + εt,

де φi, θj , βij – сталi, p, q, m та s – невiд’ємнi цiлi числа.

Порогова авторегресiйна молель. Однiєю з перших класичних
моделей, якими намагались описати змiнне середнє була шматково-
лiнiйна модель. У нiй припускалось, що весь перiод спостережень
може бути розбитий на певнi промiжки часу, спостереження на яких
описуються лiнiйними регресiйними моделями. Для покращення лi-
нiйної апроксимацiї до реальних процесiв зараз застосовується цiлий
ряд, так званих, порогових моделей. Узагальнення тут вiдбулось як
у напрямку вiдмови вiд простої лiнiйностi, так i в бiльш гнучкому
механiзмi переключення вiд одного режиму до iншого. Часовий ряд
yt породжується самозбуджуючою TAR (SETAR) моделлю з k ре-
жимами та пороговими змiнними yt−d, якщо

yt = φ
(j)
0 + φ

(j)
1 yt−1 + . . .+ φ(j)

p yt−p + ε
(j)
t для cj−1 ≤ yt−d < cj

де k, d ∈ N, j = 1, . . . , k, cj – дiйснi числа такi, що −∞ = c0 < c1 <

. . . < ck−1 < ck = +∞, ε(j)t – набiр бiлих шумiв, якi незалежнi для
рiзних j. Iндекс j використовується для специфiкацiї режиму.

Гладка перехiдна модель. До багатьох прикладних даних попе-
редня модель не може бути застосована, оскiльки її умовне матема-
тичне сподiвання не має необхiдної гладкостi в порогах cj . Щоб уни-
кнути такого недолiку використовують гладкi перехiднi AR (STAR)
моделi. У цьому разi процес yt задовольняє рiвняння

yt = a0 +
p∑
i=1

φiyt−i + F

(
yt−d −∆

s

)(
a1 +

p∑
i=1

ψiyt−i

)
+ εt,

де d – параметр затримки, ∆ i s – параметри керування моментом та
шкалою в моделi переходу, F (·) – деяка гладка функцiя переходу. На
практицi F часто логiстична, експоненцiйна чи функцiя розподiлу.
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Модель з маркiвським переключенням. Неперiодичне пере-
ключення мiж рiзними станами в багатьох економiчних явищах спо-
нукало до виникнення i вивчення нового класу моделей з переклю-
ченням. Нехай st – двостановий маркiвський ланцюг зi значеннями
в {1, 2}. Кажуть, що yt породжений MSA моделлю, якщо

yt =


a1 +

p∑
i=1

φiyt−i + ε
(1)
t , якщо st = 1,

a2 +
p∑
i=1

ψiyt−i + ε
(2)
t , якщо st = 2,

де ε(1)t та ε(2)t – незалежнi мiж собою бiлi шуми.

Моделi з функцiональними коефiцiєнтами. Останнi досягне-
ння в непараметричних методах дали змогу ослабити параметричнi
обмеження, якi часто неявно є в нелiнiйних моделях. Звичайно, на
практицi тепер непараметричнi методи використовуються для вибо-
ру параметричної нелiнiйної моделi, яка вже потiм детально дослi-
джується. Розглянемо двi такi моделi.

Кажуть, що yt – процес авторегресiї з функцiональними коефi-
цiєнтами (FAR), якщо вiн задовольняє рiвняння

yt = f1(Yt−1)yt−1 + . . .+ fp(Yt−1)yt−p + εt,

де Yt−1 = (yt−1, . . . , yt−k). Стандартнi вимоги до функцiй fi – непе-
рервнiсть та двiчi диференцiйованiсть.

Така модель не є адитивною, що ускладнює дослiдження її вла-
стивостей i роботу з нею. Поєднанням нелiнiйностi з адитивною стру-
ктурою є нелiнiйна адитивна авторегресiя (NAAR). Вiдповiдний
процес yt визначається рiвнянням

yt = f0(t) +
p∑
i=1

fi(yt−i) + εt.

4.1.4 Нейроннi мережi

Одним з найактуальнiших методiв дослiдження в сучасному аналiзi
часових рядiв є нейроннi мережi. Методи такого дослiдження можна
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Рисунок 4.1: Приклад нейронної мережi

розглядати як напiвпараметричнi. Схема найпростiшої нейронної ме-
режi зображена на рисунку 4.1.

Вхiднi вузли зв’язанi з вузлами (нейронами) в прихованому рiв-
нi (структуру якого неможливо спостерiгати безпосередньо). Кожен
нейрон зв’язаний з вихiдним вузлом. На рисунку зображено найпро-
стiшу нейронну мережу з єдиним прихованим рiвнем i одностороннiм
напрямком передачi iнформацiї. Звичайно на практицi розглядають
мережi з бiльш складною структурою. Нехай xi – стан i-того вхi-
дного вузла. Тодi мережа активiзується та стан j-того нейрона в
прихованому рiвнi визначається так:

hj = fj

aj +
∑
i→j

wijxi

 ,

де fj – деяка функцiя активацiї, aj називають змiщенням, wij – ва-
говi коефiцiєнти, а

∑
i→j означає суму по всiх вхiдних вузлах, якi

впливають на j-тий нейрон.
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Стан вихiдного вузла визначається як

Y = f0

(
a0 +

∑
i→0

wj0hj

)
.

На практицi часто використовують логiстичну функцiю

fj(z) =
exp(z)

1 + exp(z)

як функцiю активацiї нейронiв, а функцiю Хевiсайда як функцiю
активацiї вихiдного вузла.

Застосування нейронної мережi здiйснюється у два етапи. Споча-
тку розглядають тренувальний часовий ряд (yt, xt), t = 1, . . . , T , де
xt – вектор входiв, yt – часовий ряд, який становить iнтерес. На його
базi будується нейронна мережа i оцiнюються її параметри. На дру-
гому етапi побудована мережа використовується для прогнозування
i перевiрки точностi передбачення.

4.1.5 Векторнi часовi ряди
Зрозумiло, що в бiльшостi прикладних економiчних, фiнансових, со-
цiологiчних дослiдженнях iнтерес становить не один, а цiлий набiр
характеристик, показникiв. Тому природним узагальненням є моделi
векторозначних часових рядiв. Такi ряди складаються з сукупностей
одновимiрних часових рядiв як компонентiв загальної моделi.

Бiльшiсть з моделей, якi розглядались ранiше можуть бути пря-
мо узагальненi на багатовимiрний випадок. Потрiбно лише розумiти
процеси xt, yt, εt як векторнi, вiдповiднi коефiцiєнти як матрицi,
а функцiї – як певнi функцiї над векторами чи матрицями. Проте
при таких узагальненнях потрiбна особлива увага. Оскiльки компо-
ненти векторозначного часового ряду часто залежнi мiж собою, то
навiть найпростiше узагальнення одновимiрної моделi iнодi веде до
розробки принципово нових методiв для її обробки та дослiдження.
Ми опишемо лише одну модель векторного часового ряду, яка не є
простим формальним узагальненням одновимiрних моделей, розгля-
нутих ранiше.

Коiнтегрованi часовi ряди. Векторний (n×1) процес yt назива-
ється коiнтегрованим часовим рядом, якщо кожна його компонента
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зокрема – нестацiонарний ряд з одиничним коренем I(1) та iснує
ненульовий (n × 1)-вектор a такий, що a′yt – стацiонарний. (I(1)
означає, що сам ряд xt нестацiонарний, але ряд ∆xt = xt − xt−1

є стацiонарним).
Такi ряди виникають в багатьох задачах де кожен з показникiв

нестацiонарний, але проте iснує тiсний зв’язок (взаємовизначення)
одного показника через iншi. Скажiмо, курси кожної з кiлькох ва-
лют зокрема – нестацiонарнi процеси, але рiзниця їх (домножених
на певнi сталi коефiцiєнти) часто незначно флуктує навколо нуля i
може розглядатись як стацiонарна.

4.2 Коротка бiблiографiя
Класичнiй теорiї стацiонарних часових рядiв присвячено величезну
кiлькiсть книг. Обмежимось посиланням лише на три з них [1, 2, 3]
де можна знайти достатньо повну бiблiографiю. Гарним вступом до
теорiї часових рядiв з одиничним коренем з посиланням на класичнi
роботи є книга [1]. Її часто розглядають як "бiблiю"класичної теорiї
часових рядiв. Рiзноманiтнi властивостi ARIMA процесiв обговорю-
ються i в [2]. Першою з монографiй про випадковi процеси з довгою
пам’яттю є книга [5]. Рiзноманiтнi властивостi ARCH процесiв, їх
узагальнення та чисельнi посилання на журнальнi джерела можна
знайти в [6, 7]. Гарним вступом до рiзних аспектiв теорiї нелiнiйних
часових рядiв можуть слугувати монографiї [9, 10]. Огляд методiв
дослiдження бiлiнiйних моделей та їх властивостей подано в [11]. По-
силання на недавнi роботи з теорiї порогових моделей можна знайти
в [12, 13], а на гладкi перехiднi моделi в [14]. Обговорення MSA мiсти-
ться в [1]. Моделi з функцiональними коефiцiєнтами дослiджувались
в [15]. MCMC методи в застосуваннi до загальних нелiнiйних моделей
продемонстровано в [16]. Початковий огляд статистичних аспектiв
нейронних мереж можна знайти в [17, 18]. Опис моделi коiнтеграцiї
i чисельнi посилання на журнальнi публiкацiї про неї мiстяться в
[19, 20]. Моделi, якi найбiльше поширенi в економiцi та фiнансах з
реальним прикладами застосування обговорюються в [8, 21].
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Роздiл 5

Завдання для практичних
занять

5.1 Початковий аналiз часового ряду
1. Створити базу даних основних макроекономiчних показникiв
України за 1996-2006 роки: ВВП, експорт та iмпорт товарiв та по-
слуг, грошова маса, iнфляцiя, курс долара США до гривнi, обсяг
вкладiв населення в банках тощо. Для роботи вибрати 5 часових ря-
дiв (не можуть повторюватися з iншими студентами). Кожен з рядiв
має мiстити не менше 30 спостережень. Для визначення потрiбної
iнформацiї скористатися сайтами:

• www.me.gov.ua,

• www.bank.gov.ua

2. Iмпортувати Вашу базу даних до MS Excel.
3. Провести графiчний аналiз рядiв даних. Визначити наявнiсть
трендового, сезонного компонентiв.
4. Для обраних рядiв даних визначити основнi числовi характери-
стики: вибiркове середнє, вибiркову дисперсiю, коварiацiю перших
10 порядкiв.
5. Провести агрегацiю Ваших часових рядiв (квартальнi данi переве-
сти у рiчнi, мiсячнi – у квартальнi). З отриманими рядами провести
дезагрегацiю даних за допомогою методiв:

75
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• пропорцiйного розбиття;

• полiномiальної iнтерполяцiї.

Порiвняти отриманi оцiнки з фактичними.

5.2 Зглажування, видiлення тренду,
прогнозування

1. Для кожного часового ряду в базi даних застосувати метод ана-
лiзу:

• плинне середнє (з кроками 3, 4, 5);

• експоненцiальне згладжування;

• подвiйне експоненцiальне згладжування;

• потрiйне експоненцiальне згладжування;

• метод Холта-Вiнтерса;

• адаптивне згладжування;

• проста лiнiйна регресiя.

Пiдрахувати прогнози на 2007 рiк, скориставшись даними за 1996-
2006 роки. Обчислити похибки прогнозування.
2. Для Вашої бази даних розробити i обрахувати адитивну модель
з визначенням сезонних коливань. Зробити прогнози, обчислити по-
хибки прогнозування.
3. Для Ваших часових рядiв побудувати рiзнi види трендiв:

• лiнiйний тренд;

• квадратичний тренд;

• експоненцiальний тренд;

• гiперболiчний тренд;

• логарiфмiчний тренд;

• логiстичний тренд;

Зробити на їх основi прогнози на поточний рiк, пiдрахувати помилку
прогнозування.
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5.3 Аналiз стацiонарних часових рядiв
(ARMA-моделi), прогнозування

1. Провести нормування Ваших часових рядiв за правилом:

ỹt =
yt −Eyt√

Dyt
.

2. Для отриманих у попереднiй задачi рядiв обчислити моделi:

• MA(1);

• MA(2);

• AR(1);

• AR(2);

• ARMA(1, 1);

• ARMA(2, 1);

• ARMA(1, 2);

• ARMA(2, 2).

3. На основi аналiзу корелограми та часткової корелограми визна-
чити найкращi параметри моделей для Ваших часових рядiв.
4. Для обчислених моделей побудувати прогнози, обчислити похиб-
ки прогнозування.
5. Порiвняти моделi на основi точностi прогнозiв.

5.4 Аналiз ARIMA-процесiв,
прогнозування

1. Для Ваших часових рядiв побудувати ARIMA моделi таких видiв:

• ARIMA(1, 1, 1); ARIMA(1, 2, 1);

• ARIMA(2, 1, 1); ARIMA(2, 2, 1);

• ARIMA(3, 1, 1); ARIMA(3, 2, 1);
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• ARIMA(1, 1, 2); ARIMA(1, 2, 2);

• ARIMA(1, 1, 3); ARIMA(1, 2, 3).

2. По всiх обчислених моделях побудувати прогнози, оцiнити похиб-
ку прогнозування.



Роздiл 6

Завдання для
самостiйного
опрацювання та
контролю знань

6.1 Задачi

1. Поданий стацiонарний часовий ряд з 16 спостережень: 1.6, 0.8, 1.2,
0.5, 0.9, 1.1, 1.1, 0.6, 1.5, 0.8, 0.9, 1.2, 0.5, 1.3, 0.8, 1.2. Для цього часо-
вого ряду: а) побудувати графiк; б) за допомогою графiка визначити
наближено коефiцiєнт автокореляцiї першого порядку; в) побудува-
ти графiк залежностi yt+1 вiд yt та визначити спочатку наближено, а
потiм пiдрахувати точно коефiцiєнт автокореляцiї першого порядку.
2. Нехай поданий часовий ряд {YT }, який складається з мiсячних
спостережень. Сезонний компонент st = st−12 є сталим для кожно-
го мiсяця, тобто рiвнiсть виконується при всiх t. Нехай також εt –
стацiонарний ряд випадкових збурень.

1. Для глобального лiнiйного тренду та адитивної моделi ми ма-
ємо yt = a+ bt+ st + εt. Показати, що застосування оператора
∆12 для часового ряду призводить до його стацiонарностi.

79
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2. Для глобального лiнiйного тренду та мультиплiкативної моде-
лi ми маємо yt = (a+ bt)st + εt. Чи буде оператор ∆12 зводити
часовий ряд до стацiонарного? Якщо нi, то знайти iнший рi-
зницевий оператор, який буде зводити {YT } до стацiонарного
ряду.

3. Знайти функцiю автокореляцiї для MA(2)-процесу виду

yt = εt + 0.7εt−1 − 0.2εt−2.

4. Показати, що функцiя автокореляцiї для MA(q)-процесу виду
yt = εt + εt−1 + . . .+ εt−q подається формулою

ρk =
{

1− k
q+1 , k = 0, 1, . . . , q,

0, k > m.

5. Показати, що нескiнченний MA(∞)-процес виду

yt = εt + C(εt−1 + εt−2 + . . .),

де C – константа, є нестацiонарним. Показати крiм того, що якщо
до цього ряду застосувати метод рiзниць, то отриманий ряд стане
стацiонарним.
6. Знайти функцiю автокореляцiї для AR(1)-процесу виду

yt − µ = 0.7(yt−1 − µ) + εt.

Зобразити графiк ρk для k = 0,±1,±2, . . . ,±6.
7. Нехай yt = µ + εt + θεt−1. Показати, що якщо µ – константа, то
функцiя автокореляцiї не залежить вiд µ.
8. Стацiонарний процес {YT } має автоковарiацiйну функцiю γk. Но-
вий стацiонарний процес {ZT } визначений рiвнiстю zt = yt − yt−1.
Виразити його функцiю автоковарiацiї через γk та знайти її явно,
якщо γk = λ|k|.
9. Для кожної з нижченаведених моделей виразити їх за допомо-
гою лагових полiномiв, визначити, чи є вони стацiонарними та/або
перетворювальними.

а) yt = 0.3yt−1 + εt;

б) yt = εt − 1.3εt−1 + 0.4εt−2;
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в) yt = 0.5yt−1 + εt − 1.3εt−1 + 0.4εt−2;

г) yt = 0.03 + 0.7yt−1 + 0.9yt−2 + εt + 0.2εt−1 − 0.5εt−2.

Для моделi (а) знайти еквiвалентний MA-запис.
10. Показати, що функцiя автокореляцiї для ARMA(1, 1)-моделi
виду yt = φyt−1 + εt + θεt−1 подається виразом:

ρk =

{
(1+φθ)(φ+θ)
1+θ2+2φθ , k = 1
φρk−1, k = 2, 3, . . . .

11. Для моделi (1−B)(1− 0.2B)yt = (1− 0.5B)εt:

а) iдентифiкувати модель як ARIMA(p, d, q), тобто знайти пара-
метри p, d, q;

б) визначити, чи є процес стацiонарним;

в) пiдрахувати першi три коефiцiєнти φ та θ.

12. При яких значеннях c AR(2)-процес виду yt = yt−1 + cyt−2 + εt є
стацiонарним. Показати що AR(3)-процес yt = yt−1 + cyt−2− cyt−3 +
εt – нестацiонарний для будь-якого значення c.
13. Вивести для AR(1)-процесу, який має середнє µ, МНК-оцiнки
коефiцiєнтiв.
14. Припустимо, що AR(2)-процес {YT } – стацiонарний. Пiдрахуйте
коефiцiєнти θ0, θ1, θ2, θ3 його MA(∞)-представлення.
15. Як оцiнити коефiцiєнти стацiонарного AR(2)-процесу?
16. Як прогнозувати yt+τ за допомогою закону iтеративних спо-
дiвань? Як виглядить прогноз ŷt+τ |t, при τ → +∞ стацiонарного
AR(2)-процесу?
17. При якiй умовi ARMA(1, 1)-процес yt = φyt−1+εt+θεt−1, де εt –
бiлий шум, – стацiонарний, при якiй – перетворюваний? Пiдрахуйте
першi три коефiцiєнти у MA(∞)-представлення.
18. Як вигляддає оптимальнi прогнози для yt+1 та yt+2, якщо вiдомi
yt−i та εt−i, i ≥ 0, а {YT } є ARMA(2, 1)-процесом? Опишiть, як
потрiбно пiдраховувати прогнози на практицi, коли εt невiдомi?
19. Нехай {YT } – випадкове блукання з напрямом (сталим трендом).
Як виглядає прогноз yt+τ? Знайдiть прогнозну помилку та середню
квадратичну похибку в цьому випадку.
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20. Нехай {YT } описується трендовою моделлю yt = β0+β1t+εt, εt –
бiлий шум. Як вигляддає прогноз yt+τ? Знайдiть прогнозну помилку
та середню квадратичну похибку в цьому випадку.
21. Припустимо, що для часового ряду, який складається з 100 спо-
стережень, пiдрахованi коефiцiєнти кореляцiї: ρ1 = 0.31, ρ2 = 0.37,
ρ3 = 0.05, ρ4 = 0.06, ρ5 = 0.21, ρ6 = 0.11, ρ7 = 0.08, ρ8 = 0.05,
ρ9 = 0.12, ρ10 = 0.01. Запропонуйте ARMA модель, яка буде задо-
вiльною.

6.2 Завдання для контролю знань

1. Адитивна та мультиплiкативна моделi часового ряду. Особливостi
складникiв таких моделей.
2. Прогнозування значень часового ряду. Мiри точностi прогнозiв.
3. Лаговий оператор. Полiном вiд лагового оператора.
4. Стацiонарнiсть часових рядiв.
5. Функцiя автокореляцiї. Особливостi поведiнки ряду та залежностi
мiж його елементами.
6. Функцiя правдоподiбностi. Метод оцiнки параметрiв часового ря-
ду.
7. Перевiрка гiпотез про часовий ряд з допомогою функцiї правдо-
подiбностi.
8. Загальний порядок аналiзу часових рядiв.
9. Дезаграгування та вiдновлення значень часового ряду.
10. Пропорцiйне розбиття часового ряду.
11. Полiномiальна iнтерполяцiя при розбиттi часового ряду.
12. Метод усереднення.
13. Звичайне експоненцiальне згладжування часового ряду.
14. Подвiйне експоненцiальне згладжування часового ряду.
15. Потрiйне експоненцiальне згладжування часового ряду.
16. Адаптивне згладжування часового ряду.
17. Несезонна модель Холта-Вiнтера.
18. Адитивна модель iз визначенням сезонних коливань.
19. Означення бiлого шуму.
20. Означення MA(q)-процесу. Представлення з допомогою лагово-
го оператора.
21. Числовi характеристики (математичне сподiвання, дисперсiя,
коварiацiї) MA(q)-процесу, його стацiонарнiсть.
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22. MA(1)-, MA(2)- та MA(∞)-процеси (числовi характеристики).
Стацiонарнiсть MA(∞)-процесу.
23. Процес авторегресiї. Представлення з допомогою лагового опе-
ратора.
24. AR(1)-процес, його MA-представлення, стацiонарнiсть та чи-
словi характеристики.
25. AR(2)-процес, його MA-представлення, стацiонарнiсть та чи-
словi характеристики.
26. AR(p)-процес, його MA-представлення, стацiонарнiсть та чи-
словi характеристики.
27. AR-представлення MA(1)-процесу.
28. AR-представлення MA(q)-процесу.
29. Означення та представлення з допомогою лагового оператора
ARMA-процесу. Його стацiонарнiсть.
30. MA(∞)-представлення ARMA-процесу.
31. AR(∞)-представлення ARMA-процесу.
32. Прогнозування значень MA(∞)-процесу. Середня похибка про-
гнозу.
33. Прогнозування значень MA(q)-процесу. Середня похибка про-
гнозу.
34. Надiйний iнтервал для прогнозу у випадку нормального розпо-
дiлу збурень.
35. Прогнозування значеньAR(1)-процесу з допомогою йогоMA(∞)-
представлення. Середня похибка прогнозу та її граничне значення.
36. Формула Вiнера-Колмогорова для MA(q)- та AR(p)-процесiв.
37. Прогнозування значень AR(1)-процесу з допомогою формули
Вiнера-Колмогорова. Закон iтеративних сподiвань.
38. Прогнозування значень AR(p)-процесу з допомогою формули
Вiнера-Колмогорова.
39. Прогнозування значень MA(1)-процесу з використанням фор-
мули Вiнера-Колмогорова. Альтернативний метод.
40. Прогнозування значень MA(q)-процесу з використанням фор-
мули Вiнера-Колмогорова. Альтернативний метод.
41. Прогнозування значень ARMA-процесiв.
42. Оцiнювання параметрiв AR-процесiв. Застосування методу най-
менших квадратiв.
43. Оцiнювання параметрiвMA-процесiв (на прикладiMA(1)-процесу).
44. Процеси з одиничним коренем. ARIMA(p, d, q)-процес та зведе-
ння його до ARMA-процесу.
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45. Прогнозування ARIMA-процесiв. Похибка прогнозу та її сере-
днiй квадрат.
46. Загальна схема Бокса-Дженкiнса аналiзу часових рядiв.
47. Iдентифiкацiя моделi часового ряду.
48. Оцiнка моделi часового ряду методом максимальної правдопо-
дiбностi.
49. Дiагностика моделi часового ряду (аналiз залишкiв).
50. Дiагностика моделi часового ряду (порiвняння з сусiднiми за
параметрами).


