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Пленарнi лекцiї
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Let us recall a function f on complex `1 to C is said to be symmetric if for
every permutation σ on positive integers N, f(σ(x)) = f(xσ(1), . . . , xσ(n), . . .) =
f(x), x ∈ `1.

The algebra of all continuous symmetric polynomials on `1 will be denoted
by Ps(`1). Symmetric polynomials and analytic functions were investigated by
many authors (see e. g. [1, 1, 4] and the survey [2]). In particular, it is known
that Ps(`1) admits algebraic bases.

The power basis consists of polynomials

Fn(x) =

∞∑
i=1

xni , x = (x1, . . . , xn, . . .) ∈ `1.

The elementary symmetric polynomials Gn(x) =
∑
xi1 . . . xin form an another

basis in Ps(`1) and the Newton equality holds

nGn = Gn−1F1 −Gn−2F2 + . . .+ (−1)nFn, n = 1, 2, . . . .

Let M0 be the set of all finite multisets of nonzero complex numbers. That
is, each element u ∈ M0 can be represented by u = {am, bn, ck, . . .}, where
a, b, c, . . . are complex number all of them are not equal to zero, m,n, k, . . . are
the numbers of entrances of a, b, c, . . . to u respectively.

Let c00 be the linear space of all finite sequences x = (x1, . . . , xn, . . .). We
say, that x ∼ y, x, y ∈ c00 if there is a permutation σ : N→ N such that

σ(x) = (xσ(1), . . . , xσ(n), . . .) = y.
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Let c00/ ∼ be the quotient set with respect to the equivalence. Clearly that the
identical map I : {a, b, c, . . .} 7→ (a, b, c, . . . , 0, . . . , 0, . . .) is a bijection between
M0 and c00/∼. If d is a metric on c00 such that d(x, y) = d(σ(x), σ(y)) for every
permutation σ. Then ρ(u, v) = d(I(u), I(v)) is a metric on M0 and I can be
extended to an isometric isomorphism from the completion of (c00/∼, d) to the
completion of (M0, ρ).

Note that M0 is a commutative semi-group with respect to the union: uv =
u ∪ v, u, v ∈ M0. We say that a polynomial of a complex variable p(t) =
ant

n + · · · + a1t + a0 is normalized, if an = 1 and a0 6= 0. The set of all
normalized polynomials PN (C) forms a commutative semigroup with respect
to multiplication.

Proposition 1. Let P = {Pn}, degPn = n be an algebraic basis of the algebra
of symmetric polynomials on c00,Ps(c00). Then the map τP : c00/∼ → PN (C)

τP : x = (x1, x2, . . . , xn, 0, . . .) 7→ tn − P1(x)tn−1 + · · ·+ (−1)nPn(x)

is a bijection and if Pn = Gn, then τG ◦ I is an isomorphism of semigroups M0

onto PN (C).

In the talk will be discussed analytic structures arising on an appropriate
completion of M0 for the cases of different algebras and spaces of symmetric
analytic functions.
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Задача про тiнь в точцi

Зелiнський Ю. Б.
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Клiщук Б. А.
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Далi пiд m-вимiрними площинами розумiємо m-вимiрнi афiннi пiдпро-
стори евклiдового простору Rn.

Означення. Скажемо, що множина E ⊂ Rn m-опукла вiдносно точки
x ∈ Rn \ E , якщо знайдеться m-вимiрна площина L, така що x ∈ L i
L ∩ E = ∅.

В роботi [1] дослiджено деякi властивостi m-опуклих множин.

Твердження 1. Якщо E1 та E1 вiдповiдно k-опукла i m-опукла множи-
на, k 6 m, то E = E1 ∩ E2 буде k-опуклою множиною.

Твердження 2. Якщо E1 та E1 вiдповiдно k-опукла i m-опукла множи-
на, k +m > n, то E = E1 ∪ E2 буде (k +m− n)-опуклою множиною.

В роботi [1] дослiджено рiзнi варiанти наступної задачi, яку популярно
можна назвати задачею про тiнь в точцi.

Задача. Яка мiнiмальна кiлькiсть опуклих множин, якi попарно не
перетинаються i з деякими заданими умовами, достатня для того, щоби
будь яка пряма, що проходить через наперед задану точку, перетинала
хоча б одну з цих множин?

Для набору куль рiзних радiусiв в [1] отримана оцiнка.
Теорема 1. Для того щоб вибрана точка в n-вимiрному евклiдовому

просторi при n > 2 належала 1-оболонцi сiм’ї вiдкритих (замкнутих)
куль, якi дану точку не мiстять i попарно не перетинаються, необхiдно
i достатньо n куль.

Виявляється, що у випадку куль однакового радiуса результат вiдрiзня-
ється вiд випадку, коли кулi рiзних радiусiв.

Теорема 2. Для довiльної точки простору x ∈ Rn \
3⋃
i=1

Bi , де B1 , B2

, B3 — набiр з трьох куль однакового радiуса, якi попарно не перетинаю-
ться i не проходять через цю точку, iснує (n − 2)-вимiрна площина, що
мiстить цю точку i не перетинає жодну з куль.
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Analysis of blowup time for diffusion equations with
control by new dynamic programming approach

Nowakowski A.
University of Lodz, Faculty of Math & Computer Sciences

annowako@math.uni.lodz.pl

We analyse the blowup time for semilinear parabolic differential equations
with control function by constructing new dynamic programming methodology.
This new approach allows us to formulate verification theorem and sufficient
optimality conditions of first order for controlled blowup time. We define ε-
optimal value function and we construct sufficient ε-optimal conditions for that
function again in terms of new dynamic programming inequality.

Аналiз методiв статистичного моделювання дробового
броунiвського руху

Пашко A. О.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

aap2011@ukr.net

В роботi дослiджуються методи статистичного моделювання дробового
броунiвського руху. Розглядаються двi моделi.

1. Спектральна модель. Модель будується на основi спектрального
зображення дробового броунiвського руху у виглядi рядiв [1].

Дробовий броунiвський рух Wα(t) на t ∈ [0, 1] з iндексом Хюрста α ∈
(0, 1) можна представити у виглядi [1]

Wα(t) =

∞∑
n=1

cn sin(xnt)ξn +

∞∑
n=1

dn(1− cos(ynt))ηn,

де

cn =

√
2C

xα+1
n J1−α(xn)

, dn =

√
2C

yα+1
n J−α(yn)

, C =
Γ(2α+ 1) sin(πα)

π
,
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{xn} — дiйснi нулi функцiї Бесселя J−α(x), {yn} — дiйснi нулi функцiї Бес-
селя J1−α(x), {ξn, ηn} — незалежнi стандартнi гауссовi випадковi величини.

Модель будуємо у виглядi

Sα(t,N) =

N∑
n=1

cn sin(xnt)Xn +

N∑
n=1

dn(1− cos(ynt))Yn,

де {Xn, Yn} — послiдовнiсть незалежних строго субгауссових випадкових
величин з EXn = EYn = 0 та EX2

n = EY 2
n = 1.

Оцiнки точностi i надiйностi моделi Sα(t,N) дослiджувались в роботi
[2].

2. Модель на основi приростiв. Дробовий броунiвський рух iз до-
вiльним iндексом Хюрста є випадковим процесом iз стацiонарними приро-
стами, тобто, випадковий процес w(t) = Wα(t + ∆) − Wα(t) є гауссовим
стацiонарним випадковим процесом iз спектральною щiльнiстю f(λ) =
A2

π

( 1−cos(λ∆)
|λ|2α+1

)
, λ ∈ [0,+∞), A =

(
− 2
πΓ(−2α) cos(απ)

)− 1
2 . Моделювання

гауссових стацiонарних випадкових процесiв розглядалось в роботi [3].
Модель wN (t,Λ) процесу w(t) будуємо у виглядi

wN (t,Λ) =

N−1∑
n=1

(
sin(λnt)Xn + cos(λnt))Yn

)
,

де 0 = λ0 ≤ λ1 ≤ ... ≤ λN = Λ — деяке розбиття вiдрiзка [0,Λ], послi-
довнiсть {Xn, Yn} — незалежнi строго субгауссовi випадковi величини з
EXn = EYn = 0 та EX2

n = EY 2
n =

∫ λn+1

λn
f(λ)dλ.

Лема 1. Модель wN (t,Λ) наближає процес w(t) з надiйнiстю 1 − ε та
точнiстю δ у нормi простору L2([0, 1]), якщо для чисел Λ та N викону-
ються нерiвностi B(N,Λ) ≤ δ2 та

exp

(
1

2

)
δ√

B(N,Λ)
exp

(
− δ2

2B(N,Λ)

)
≤ ε

де

B(N,Λ) = 2T

N−1∑
n=0

∫ λn+1

λn

(
1− sin(λ− λn)

λ− λn

)
f(λ)dλ+

∫ ∞
Λ

f(λ)dλ.

В роботi оцiнюються параметри моделей для заданих точностi δ та на-
дiйностi 1−ε, дослiджуються переваги i недолiки кожного з методiв. Отри-
манi реалiзацiї дробового броунiвського руху використовуються для оцiнки
iндекса Хюрста.
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Слiди згорток функцiй iз симетричних просторiв з
ядрами типу ядра потенцiалу Рiса

Пелешенко Б.
Днiпропетровський аграрно-економiчний унiверситет

dsaupelesh@ukr.net

В доповiдi застосовується теорема Крейна, Семёнова интерполяцiї опе-
раторiв для вивчення слiдiв згортки функцiй iз симетричних просторiв з
ядрами виду ядра потенцiалу Рiса.

Функцiональнi граничнi теореми для випадкових
блукань з модифiкацiями

Пилипенко А.Ю.
Iнститут математики НАН України

pilipenko.ay@yandex.ua

Означення 1. Випадкова послiдовнiсть {Xn, n ≥ 0} зi значеннями в Z
називається випадковим блуканням з модифiкацiєю в 0, якщо

∀k ≥ 1 ∀i0, i1, . . . , ik, |ij+1 − ij | = 1

P(Xk+1 = ik + 1 | X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xk = ik) = (
1

2
+ νk∆) ∧ 1,

P(Xk+1 = ik − 1 | X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xk = ik) = (
1

2
− νk∆)εe0,

де νk = |{j ∈ 0, n : Xj = 0}| – кiлькiсть вiдвiдувань 0.
Число ∆ > 0 назовемо розмiром модифiкацiї.
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Нехай {X(n)
k }k≥0 – блукання з модифiкацiєю рiвною ∆n = c

nα , де c >
0, α > 0. Припустимо, що X(n)

0 = 0 для всiх n. Розповсюдимо {X(n)
k }k≥0 на

всi t ≥ 0 за лiнiйнiстю

X
(n)
t := X

(n)
[t] + (X

(n)
[t+1] −X

(n)
[t] )(t− [t]).

Через ⇒ позначатимемо слабку збiжнiсть в C([0,∞)).

Теорема 2. [1]

• Якщо α > 1, то
X

(n)
nt√
n
⇒W (t), n→∞.

• Якщо 0 < α < 1, то

X
(n)
nt

n1−α2
⇒ 2
√
cηt, n→∞,

де η – невiд’ємна випадкова величина з функцiєю розподiлу

P(η ≤ x) = 1− e− x
2

2 , x ≥ 0.

• Якщо α = 1, то
X

(n)
nt√
n
⇒ X∞(t), n→∞,

де X∞ задовольняє стохастичне рiвняння

X∞(t) =
√
c

∫ t

0

l0X∞(s)ds+W (t), t ≥ 0.

Тут l0X∞(t) = lim
ε→0+

1
2ε

∫ t
0

1I|X∞(s)|≤εds – локальний час X∞ в 0.

Лiтература
[1] A.Pilipenko, V.Khomenko On a limit behavior of a random walk with modificati-
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Власнi комплекснi випадковi процеси

Козаченко Ю. В.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка,
Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса

yvk@univ.kiev.ua

Петранова М. Ю.
Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса

m.petranova@donnu.edu.ua

У роботi описано умови iснування власних випадкових комплексних
процесiв, дається визначення цих процесiв, визначення стацiонарних вла-
сних випадкових комплексних процесiв, стацiонарних власних випадкових
комплексних процесiв зi стiйкою кореляцiйною функцiєю. Розглянуто озна-
чення i деякi властивостi квадратичних гауссовских випадкових величин i
процесiв. Крiм того, отримано оцiнки розподiлу функцiоналiв модуля ста-
цiонарних гауссовских власних випадкових комплексних процесiв, опису-
ється поведiнка модуля стацiонарного дiйсного випадкового комплексного
процесу на нескiнченностi.

Означення 1. Випадковий процес X(t) = Xc(t)+iXs(t) називається ком-
плексним випадковим процесом, де Xc(t) та Xs(t) дiйснi випадковi процеси
[1, 4] (iндекси c та s введенi в книзi [1] та роботi [4], де c - косинус, s -
синус).

Означення 2. Функцiя

r(τ, t) = EX(t+ τ)X(t) = EXc(t+ τ)Xc(t) + EXs(t+ τ)Xs(t)+
+i (EXc(t+ τ)Xs(t)− EXs(t+ τ)Xc(t))

називається кореляцiйною функцiєю процесу X(t).
Функцiя

r̂(τ, t) = EX(t+ τ)X(t) = EXc(t+ τ)Xc(t)− EXs(t+ τ)Xs(t)+
+i (EXc(t+ τ)Xs(t) + EXs(t+ τ)Xc(t))

називається псевдокореляцiйною функцiєю процесу X(t).
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Означення 3. Випадковий комплексний процес X(t) називається вла-
сним випадковим комплексним процесом (PCR-процесом), якщо псевдоко-
реляцiйна функцiя цього процесу дорiвнює нулю EX(t+τ)X(t) = 0, тобто
коли виконуються умови

EXc(t+ τ)Xc(t) = EXs(t+ τ)Xs(t), (1)

EXc(t+ τ)Xs(t) = −EXs(t+ τ)Xc(t). (2)

В роботi [4] та книзi [1] знайдено умови iснування PCR-процесiв.

Означення 4. Функцiя r(τ), τ ∈ R називається стiйкою кореляцiйною
функцiєю, якщо

r(τ) = σ2 exp

{
−c|τ |α

(
1 + iβ

τ

|τ |
ω (τ, α)

)}
(3)

де σ2, c, β, α - дiйснi константи, такi що σ2 > 0, c > 0, |β| ≤ 1, 0 ≤ α ≤ 2,

ω (τ, α) =


tg
πα

2
, 0 ≤ α ≤ 2

2

π
log |τ | , α = 1.

Теорема 5. Нехай X = {X(t), t ∈ [a, b]} власний випадковий комплексний
процес зi стiйкою кореляцiйною функцiєю |X(t)| =

(
X2
c (t) +X2

s (t)
)1/2

. Тодi
для
u ≥

(
p√
2

+
√(

p
2 + 1

)
p
)
σ2(b− a)

1/p 1√
2
виконується наступна нерiвнiсть

P

{∥∥∥X(t)
2 − σ2

∥∥∥
Lp([a,b])

> u

}
≤ 2

√√√√1 +
u
√

2

(b− a)
1/p
σ2
· exp

{
− u

(b− a)
1/p
σ2

}
.

(4)

Лiтература
[1] J. L. Doob, Stochastic Processes, John Wiley and Sons, (1953).

[2] E. Lukacs, Characteristic Functions, New York: Hafner Pub. Co., 1970.

[3] Yu. Kozacenko, I.Rozora Simulation of Gaussian stochastic processes, Random
Oper. And Stoch. Equations, 11 (3) (2003), 275–296.

[4] F. D. Neeser, and J. L. Massey Proper complex random processes with applicati-
ons to information theory, IEEE Transactions on Information Theory, 39 (4)
(1993), 1293–1302.
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On the abscissas of convergence of Dirichlet series
with random exponents

Kuryliak A.O.
Ivan Franko National University of L’viv, Ukraine

kurylyak88@gmail.com

Skaskiv O. B.
Ivan Franko National University of L’viv, Ukraine

olskask@gmail.com

Stasiv N.Yu.
Ivan Franko National University of L’viv, Ukraine

n-stas@ukr.net

Let (Ω,A, P ) be a probability space, Λ =
(
λk(ω)

)+∞
k=0

a sequence of positive
random variables on it, and Fk(x) := P{ ω : λk(ω) < x}, x ∈ R be the
distribution function of λk(ω), k ≥ 0. Let D(Λ) be the class of formal random
Dirichlet series of the form

f(z) = f(z, ω) =
∑+∞
k=0 fke

zλk(ω) (z ∈ C, ω ∈ Ω).

Let σ(ω) = σa(f, ω) be the abscissa of absolute convergence of this series for
fixed ω ∈ Ω. We assume, that condition ln k = o(ln |fk|) (k → +∞), holds.

Theorem 1. Let f ∈ D(Λ) and Λ =
(
λk(ω)

)
be a sequence of pairwise inde-

pendent random variables. The following assertions hold:
i) If σ(ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) a.s. then

(∀ε ∈ (0, ρ)) :
∑+∞
k=0

(
1− Fk(ln |fk|/(−ρ+ ε))

)
<∞.

ii) If 0 ≥ σ(ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] a.s. then

(∀ε > 0) :
∑+∞
k=0 Fk(ln |fk|/(−ρ+ ε)) <∞.

Theorem 2. Let Λ =
(
λk(ω)

)
be a sequence of random variables and f ∈

D(Λ). The following assertions hold:
i) If there exist ρ ∈ (0,+∞) and a sequence (εk) such that εk → +0 (k → +∞)

and
∑+∞
k=0

(
1− Fk( ln |fk|

−ρ+εk )
)
< +∞, then σ(ω) ≥ ρ a.s.

ii) If there exist ρ ∈ (−∞, 0] and a sequence (εk) such that εk → +0 (k → +∞)

and
∑+∞
k=0 Fk( ln |fk|

−ρ+εk ) < +∞, then σ(ω) ≥ ρ a.s.
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Corollary 3. Let f ∈ D(Λ) and Λ = (λk(ω)) be a sequence of pairwise inde-
pendent random variables. If there exists a positive random variable a(ω) such
that (∀x ≥ 0)(∀k ∈ Z+) : Fk(x) ≤ Fa(x) := P{ω : a(ω) < x}, Fa(+0) < 1 and
fk → 0 (k → +∞), then σ(ω) = 0 a.s.

Corollary 4. Let f ∈ D(Λ) and Λ = (λk(ω)) be a sequence of random vari-
ables. If fk → 0 (k → +∞) and there exist a positive random variable b(ω)
and ρ > 0 such that (∀x ≥ 0)(∀k ∈ Z+) : Fk(x) ≥ Fb(x) := P{ω : b(ω) < x},∫ +∞

0
nµ(tρ) dFb(t) < +∞, where nµ(t) =

∑
µk≤t 1 is the counting function of

a sequence µk = − ln |fk|, then σ(f, ω) ≥ ρ a.s.

Corollary 5. Let Λ = (λk(ω)) be a increasing (a.s.) sequence of pairwise
independent random variables and f ∈ D(Λ). If F0(+0) < 1, where F0 is
distribution function of λ0(ω), and fk → 0 (k → +∞), then σ(ω) = 0 a.s.

"Великi"квазiкриштали Фур’є

Фаворов С.Ю.
Харкiвський нацiональний унiверситет iм. Каразiна

sfavorov@gmail.com

Розглядаються дискретнi мiри у скiнченновимiрному просторi, для
яких перетворення Фур’є у сенсi розподiл також є мiрою. Вивчаються рi-
зноманiтнi умови на мiру та її перетворення Фур’є, за якими носiй мiри
є скiнченним об’єднанням зсувiв граткiв у цьому просторi. Доведення ба-
зуються на теорiї майже перiодичних мiр, що була розвинута у роботах
Л.I.Ронкiна та автора, а також на знайденому автором локальному анало-
гу класичної теореми Вiнера.
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Секцiйнi доповiдi
1 Секцiя теорiї ймовiрностей

Про взаємну поведiнку розв’язкiв стохастичного
диференцiального рiвняння з нерегуляним переносом

Арясова О. В.
Iнститут геофiзики iм. С. I. Субботiна НАН України

oaryasova@gmail.com

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння{
dϕt(x) = a(ϕt(x))dt+ dw(t),

ϕ0(x) = x.
(1)

де x ∈ R2, a : R2 → R2 — обмежена вимiрна функцiя, (w(t))t≥0 — двови-
мiрний вiнерiв процес.

Ми розглядаємо функцiю a вигляду

a(x) =

n∑
i=1

αi1x∈Si ,

де {α1, . . . , αn} ∈ R2 — деякi сталi,

Si = {(r, ϕ) : ϕi < ϕ < ϕi+1}, i = 1, . . . , n.

Тут 0 ≤ ϕ1 < · · · < ϕn < 2π.
Доповiдь присвячено дослiдженню взаємної поведiнки двох розв’язкiв

(ϕt(x))t≥0, (ϕt(y))t≥0 рiвняння (1), що стартують з рiзних точок.
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Асимптотична нормальнiсть оцiнки параметра Хюрста
дробового броунiвського руху в моделi реальних

вимiрювань

Аюбова Н. С.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

naiubova@gmail.com

Курченко О. О.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

olkurchenko@ukr.net

Реальне вимiрювання значення випадкового процесу в точцi здiйснює-
ться приладом, що має певну iнерцiйнiсть. Тому замiсть значення випад-
кового процесу ξ(t) у момент часу t, прилад видає

∫
A
ξ(s)ϕ(s)ds, де A -

деякий окiл точки t, ϕ(s) - функцiя, що характеризує прилад [1].
Нехай ξH(t) - випадковий процес дробового броунiвського руху з па-

раметром Хюрста H ∈ (0, 1); δ ∈ (0, 1
18 ), ϕ : (−δ, δ) → [0,+∞) - вiдома

борелiвська функцiя
∫ δ
−δ ϕ(s)ds = 1; ηH,k =

∫ k+δ

k−δ ξH(s)ϕ(s− k)ds, k ≥ 1.
Функцiя κ(H) = E(ηH,2 − ηH,1)2, H ∈ (0, 1) неперервна, зростаюча i

опукла вгору на iнтервалi (0, 1) незалежно вiд вибору функцiї ϕ. Для до-
вiльного H ∈ (0, 1)

SH,n =
1

n

n∑
k=1

(ηH,k+1 − ηH,k)2 → κ(H)

за ймовiрнiстю при n → ∞, що дає можливiсть побудувати консистентну
оцiнку параметра Хюрста за спостереженнями ηH,k, k ≥ 1

Теорема 1. Для довiльного H ∈ (0, 3
4 ) послiдовнiсть випадкових величин

SH,n − ESH,n√
V arSH,n

, n ≥ 1

асимптотично нормальна N(0, 1).

За допомогою цiєї теореми iз застосуванням ∆-методу отримана асим-
птотична нормальнiсть оцiнки параметра Хюрста для H ∈ (0, 3

4 ).
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Лiтература
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Наївний баєсiв класифiкатор у задачах
сентимент-аналiзу

Баєв А. В.
Донецький нацiональний унiверситет iм. Василя Стуса

a.baev@donnu.edu.ua

Останнiм часом на свiтовому ринку iнформацiйних технологiй особли-
вої популярностi набуває напрямок, пов’язаний з розробками математи-
чних моделей i побудовою оптимальних алгоритмiв у сферi Machine Learni-
ng. Значне зростання обсягу даних i можливiсть його обробки та аналiзу
в автоматизований спосiб на сьогоднiшнiй день дозволяє досить ефектив-
но застосовувати методи статистики для виявлення нетривiальних зако-
номiрностей. Однiєю з важливих задач в цьому контекстi є автоматичний
аналiз емоцiйної тональностi текстiв, опублiкованих користувачами соцi-
альних мереж, блогерами, журналiстами. В основi розв’язання цього зав-
дання лежить байєсiвський метод. У доповiдi будуть наведенi приклади
розв’язання задач сентимент-аналiзу iз застосуванням наївного байесов-
ского класифiкатора.

Система диференцiальних рiвнянь для розподiлу
ймовiрностей гiллястого процесу з неперервним часом

та мiграцiєю.

Базилевич I. Б.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

I_Bazylevych@yahoo.com

Якимишин Х. М.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Yakymyshyn_Hrystyna@ukr.net

Розглядаємо гiллястий процес µ(t) з одним типом частинок, з мiгра-
цiєю та неперервним часом [1]. Вiдомо, що µ(0) = 1. Еволюцiя частинок в
системi визначається процесом ξ(t), мiграцiя − ζ(t). ξ(t) та ζ(t) − однорiднi.
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Кiлькiсть частинок в момент часу t+ ∆t дорiвнює

µ(t+ ∆t) = max{
µ(t)∑
i=1

ξi(∆t) + ζt(∆t); 0}, (1)

де ζt(∆t) − кiлькiсть частинок, якi емiгрували з системи або iммiгрували
в систему на протязi часу (t, t + ∆t], ξi(∆t) − кiлькiсть нащадкiв i-тої
частинки системи (i = 1, ..., µ(t)) за час (t, t+ ∆t].

Позначимо Fµ(t, s) =
∞∑
n=0

P{µ(t) = n}sn, |s| ≤ 1, s ∈ C. Твiрнi функцiї

щiльностей перехiдних ймовiрностей для процесiв µ(t), ξ(t) − fµ(s) та h(s)

вiдповiдно, де h(s) =
∞∑
n=0

hns
n, ‖s| ≤ 1, s ∈ C.

Замiсть класичної твiрної функцiї для процесу ζ(t) будемо розглядати

функцiю F̂ζ(t, s) =
∞∑

n=−m
P{ζ(t) = n}sn, 0 < |s| ≤ 1, яку ми назвемо уза-

гальненою твiрною функцiєю. Також введемо узагальнену твiрну функцiю

щiльностей перехiдних ймовiрностей для ζ(t) f̂ζ(s) =
∞∑

l=−m
pls

l, 0 < |s| ≤ 1.

Нехай θ1 - момент першого попадання в нуль процесу µ(t),

Qi(t) = P{µ(t) = i|θ1 > t} =
∂iFµ(t, s)

i!∂si
|s=0, i = 0, 1, 2, .... (2)

Теорема 1. 1. Якщо ∃n ∀t
∞∑

u=n+1
Qu(t) = o(

n∑
u=−m

Qu(t)), тодi для процесу

µ(t) має мiсце система диференцiальних рiвнянь

∂Q0(t)
∂t = h(Q0(t)) +

0∑
l=−m

Q0−l(t)pl,

∂Q1(t)
∂t = h′(Q0(t))Q1(t) +

1∑
l=−m

Q1−l(t)pl,

∂Q2(t)
∂t = h′′(Q0(t))Q2

1(t) + h′(Q0(t))Q2(t) +
2∑

l=−m
Q2−l(t)pl,

...

∂Qn(t)
∂t =

∑
n!h(n)(Q0(t))

n∏
i=1

1
ni!

(Qi(t)i! )i +
n∑

l=−m
Qn−l(t)pl,

n∑
i=1

ini = n,

(3)
з початковими умовами

Q1(0) = 1, Qk(0) = 0, k = 0, 2, ..., n. (4)

2. Якщо права частина кожного рiвняння системи (3) задовiльняє
умову Лiпшица, то iснує розв’язок i вiн єдиний.
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Асимптотика ймовiрностi банкрутства у випадку
великих виплат. Приклади з ”важкими хвостами”.

Бiлинський А. Я.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

andrii.bilynskyi@gmail.com

В умовах сучасної цивiлiзацiї життєдiяльнiсть людей та суспiльств сти-
кається з наявнiстю великої кiлькостi рiзноманiтних ризикiв – природни-
чих, соцiальних, полiтичних, економiчних, фiнансових, пiдприємницьких,
професiйних тощо. Одним з головних засобiв зменшення втрат вiд реалi-
зацiї ризикових несприятливих подiй є страхування, система якого на базi
певних кiлькiсних моделей ризику сприймає за вiдповiдну плату – стра-
хову премiю – зобов’язання грошового вiдшкодування втрат – виплати за
страховими позовами клiєнтiв.

Роботу страхової компанiї характеризують рiзнi показники, одним з
яких є її iмовiрнiсть банкрутства. Можна говорити про те, що фiнансо-
вий ризик i пов’язана з ним небезпека банкрутства – характернi особли-
востi роботи кожної страхової компанiї. Тому нашим основним завдання є
обчислення цiєї ймовiрностi та аналiз отриманих результатiв, зокрема най-
бiльшу увагу придiляємо обчисленню ймовiрностi банкрутства у випадку
великих виплат.

Далi застосовуватимемо наступнi термiни та позначення: якщо F (x) –
функцiя розподiлу, то через F (x) = 1−F (x) позначаємо ”хвiст” розподiлу,
а через Fn∗ – n-кратну згортку F .

Нехай функцiя розподiлу F (x), x ∈ R+ = [0;∞) задовольняє умову
F (x) < 1 ∀x ∈ R+. Функцiю розподiлу F (x) назвемо субекспоненцiйною [1,
ст. 189], якщо ∀n ≥ 2

lim
x→∞

Fn∗(x)

F (x)
= lim
x→∞

1− Fn∗(x)

1− F (x)
= n. (1)

Надалi клас субекспоненцiйних функцiй розподiлу позначатимемо че-
рез S. Прокоментуємо ймовiрнiсну iнтерпретацiю формули (1): якщо
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X1, ..., Xn – незалежнi однаково розподiленi випадковi величини iз фун-

кцiєю розподiлу F (x), Sn =
n∑
i=1

Xi, то

1− Fn∗(x) = P{Sn ≥ X}

i
P

{
max

1≤i≤n
Xi ≥ X

}
= Fn(x) ∼ nF (x), коли x→∞.

Отже,

P{Sn ≥ X} ∼ P
{

max
1≤i≤n

Xi ≥ X
}
.

Можемо зробити висновок, що асимптотичну поведiнку суми виплат
визначає одна дуже велика виплата. Це є однiєю з iнтуїтивно бажаних
властивостей розподiлiв з ”важкими” хвостами, яка пояснює, чому S може
застосовуватися до моделювання великих виплат.

Зауважимо, що субекспоненцiйнi розподiли були запропонованi Чистя-
ковим [2] у контекстi теорiї гiллястих процесiв.

Зауважимо, що клас S є досить багатим. Зокрема до цього класу нале-
жать такi розподiли, як Лог-нормальний розподiл, розподiл Парето, роз-
подiл Барра, лог-гамма розподiл, зрiзаний стiйкий розподiл, розподiл Вей-
булла, розподiли Бектандера типу I та типу II.

Зауважимо, що у випадку коли виплати розподiленi за законом Парето

F (x) = 1 −
(
k

x

)α
, α > 1, x > k та лог-нормальним законом. Результат

отримано в [1, ст. 198-199]. Справедливi наступнi твердження.

Твердження 1. Коли виплати мають розподiл Парето, який задається
функцiєю розподiлу:

F (x) = 1−
(

k

k + x

)α
, α > 1, k > 0, x > 0,

асимптотика ймовiрностi банкрутства ϕ(u) задається спiввiдношенням

ϕ(u) ∼ λkα

c(α− 1)− λk
(k + u)−α+1, u→∞.

Твердження 2. Нехай виплати розподiленi за розподiлом Вейбулла з
параметром 0 < γ < 1, з функцiєю розподiлу

F (x) = 1− exp(−c1xγ), c1 > 0, x > 0

19



тодi асимптотика ймовiрностi банкрутства ϕ(u) задається спiввiдно-
шенням

ϕ(u) ∼ λ

c · c
1
γ

1 − λΓ

(
1 +

1

λ

)
1 +

Γ

(
1

γ
; c1x

γ

)
− Γ

(
1

γ
; 0

)
γ · Γ

(
1 +

1

γ

)
 ,

при u→∞.

Твердження 3. Нехай виплати мають розподiл Бенктандера типу I:

1− F (x) =

(
1 +

2β lnx

α

)
x−(α+1+β ln x), α, β > 0, x > 1,

асимптотика ймовiрностi банкрутства ϕ(u) задається наступним спiв-
вiдношенням:

ϕ(u) ∼
λ
(
α+ 1− uα−β ln x

)
cα− λ(α+ 1)

, u→∞.

Твердження 4. Коли виплати мають розподiл Бенктандера типу II:

1− F (x) = exp

(
α

β

)
x−(1−β) exp

{
−αx

β

β

}
, α, β > 0, x > 1,

асимптотика ймовiрностi банкрутства ϕ(u) задається наступним спiв-
вiдношенням:

ϕ(u) ∼ ρ−1FI(u) ∼ λ

(αc− λ(1 + α))
exp

(
α

β

)
exp

(
−αu

β

β

)
, u→∞.

Зауважимо, що детальний розгляд твердження 3 подано в [3].
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Про ймовiрнiсть небанкрутства страхової компанiї з
вiдрахуванням грошей на рекламу та банкiвським
вiдсотком на прикладi страхових компанiй України

Болдирєва В. О.
Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса

valery.boldyreva@gmail.com

Жмихова Т. В.
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При моделюваннi дiяльностi страхової компанiї велике значення мають
розв’язування питань, пов’язаних з характеристиками її (не)банкрутства,
а саме з ймовiрнiстю (не)банкрутства, тому була поставлена та розв’яза-
на задача знаходження ймовiрностi небанкрутства страхової компанiї, що
обрала для себе стратегiю залучення додаткових клiєнтiв за рахунок прове-
дення рекламної кампанiї, а також такої, що розмiщує свiй власний капiтал
на банкiвському депозитi.

Нехай процес ризику описується рiвнянням

dξx(t) = (1− δ)

ξ(t)rdt+ c (1 + j1(δ)) dt−
+∞∫
0

ανλ(1+j(δ))(dα, dt)

 , (1)

де ξx(t) - капiтал компанiї на момент часу t, x- початковий капiтал, δ, (0 <
δ < δ0 < 1)- частка, що характеризує ту частину капiталу, яку страхова
компанiя вiдводить на рекламну дiяльнiсть, r - процентна ставка банку,
причому r(t) ≡ r > 0, c (1 + j1(δ)) та λ (1 + j(δ)) - iнтенсивнiсть премiй та
позовiв вiдповiдно, що находять до компанiї пiсля проведення рекламної
кампанiї.

Теорема 1. Нехай ϕ(x)- ймовiрнiсть небанкрутства протягом часу
(0,+∞), тобто

ϕ(x) = P {ξx(t) > 0, ∀t ∈ R+} ,
тодi ймовiрнiсть небанкрутства страхової компанiї, динамiка капiталу
якої описується (1), є розв’язком iнтегро - диференцiального рiвняння:

(1− δ) (xr + c (1 + j1(δ)))

λ (1 + j(δ))
ϕ′(x) = ϕ(x)−

x∫
0

ϕ(x− y)dF (y) (2)

з граничною умовою
lim

x→+∞
ϕ(x) = 1.
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Припустимо, що розмiри позовiв до страхової компанiї розподiленi за
експоненцiальним законом з параметром a (a > 0), тобто F (y) = 1 −
e−ay, (y ≥ 0). Тодi рiвняння (2) набуде вигляду

(1− δ) (xr + c (1 + j1(δ)))

λ (1 + j(δ))
ϕ′(x) = ϕ(x)−

x∫
0

ϕ(x− y)ae−aydy. (3)

Розв’язком (3) є

ϕ(x) = A

∫
e−av

(
v +

c (1 + j1(δ))

r

)λ(1+j(δ))
(1−δ)r −1

dv +B, (4)

де

A =
λ1(δ)

λ1(δ)e
ac1(δ)
r a−

λ1(δ)

(1−δ)r Γ
(
λ1(δ)

(1−δ)r ; ac1(δ)
r

)
+ (1− δ) r

(
c1(δ)
r

) λ1(δ)

(1−δ)r

,

B =
(1− δ) r

(
c1(δ)
r

) λ1(δ)

(1−δ)r

λ1(δ)e
ac1(δ)
r a−

λ1(δ)

(1−δ)r Γ
(
λ1(δ)

(1−δ)r ; ac1(δ)
r

)
+ (1− δ) r

(
c1(δ)
r

) λ1(δ)

(1−δ)r

,

тут λ1(δ) = λ (1 + j(δ)), c1(δ) = c (1 + j1(δ)).
На основi отриманого розв’язку (4) було проаналiзовано ринок стра-

хування автотранспорту (КАСКО) 10-топ провiдних страхових компанiй
України за перiод з 01/01/2015 до 30/06/2015. Зазначимо, що автори займа-
лись даною проблемою для рiзних стратегiй страхових компанiй [2, 3, 4].
Результати, поданi в цiй роботi, є продовженням статтi [1], де була розгля-
нута та проаналiзована дiяльнiсть страхових компанiй, але без урахування
банкiвського вiдсотку.

Лiтература
[1] V. Boldyreva, T. Zhmykhova, The probability of non-ruin of an insurance

company with advertising expenses by MHull insurance of 10 Top insurance
companies of Ukraine. I, Journal of Applied Mathematics and Statistics. -
Columbia International Publishing, (2017), in publishing.

[2] Б. В. Бондарев, В. О. Болдырева, О вероятности неразорения для модели
страховой компании с расходами на рекламу, Прикладна статистика. Акту-
арна та фiнансова математика, 2 (2012), 47–65 .

22



[3] Т.В. Жмихова, Керування накопичувально- споживчим фондом з можли-
вiстю iнвестицiй в фiнансовий (B,S) – ринок та витратами на рекламу,
Вiсник Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Се-
рiя: фiзико-математичнi науки, 3 (2011), 149-152.

[4] Т.В. Жмихова, Керування накопичувально- споживчим фондом з функцi-
ями страхової компанiї з можливiстю iнвестицiй в фiнансовий (B,S) –
ринок та витратами на рекламу та випадковими премiями, Прикладна
статистика. Актуарна та фiнансова математика, 1-2 (2011), 21-22.

Poisson processes with time change

Buchak K. V.
Taras Shevchenko National University of Kyiv

kristina.kobilich@gmail.com

Sakhno L. M.
Taras Shevchenko National University of Kyiv

lms@univ.kiev.ua

We study Poisson processes with time change, where the role of time is
played by compound Poisson-Gamma processes and their inverse processes.

Let N1(t) be the Poisson process with intensity λ1. We consider the time-
changed process N1(GN (t)), where GN (t) = G(N(t)) is a compound Poisson-
Gamma process (with parameters λ, α, β) independent of N1(t). We obtain ex-
pressions for probabilities pk(t) = P (N1(GN (t))) and the difference-differential
equations for pk(t).

In particular, in the case when α = 1, that is, when the process GN (t) =
EN (t), the compound Poisson process with exponentially distributed jumps,
probabilities pEk (t) = P (EN (t) = k), k ≥ 0, can be represented via the three-
parameter generalized Mittag-Leffler function Eγa,b(z) as shown in the next the-
orem.

Theorem 1. Let X(t) = N1(EN (t)). Then

pEk (t) = P (X(t) = k) = e−λt
λk1λβt

(λ1 + β)k+1
Ek+1

1,2

(
λβt

λ1 + β

)
and satisfy the following equation:

d

dt
pEk (t) = −λ λ1

λ1 + β
pEk (t) +

λβ

λ1 + β

k∑
m=1

(
λ1

λ1 + β

)m
pEk−m(t).
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We also consider the inverse process (or first passage time) for EN (t):

Y (t) = inf{u ≥ 0; EN (u) > t}, t ≥ 0. (1)

For the time-changed process Z(t) = N1(Y (t)), where Y (t) is the inverse pro-
cess given by (1), independent of N1(t), we obtain the following result.

Theorem 2. Probability mass function of the process Z(t) = N1(Y (t)) is given
by

pYk (t) = P (Z(t) = k) = e−βt
λλk1(k + 1)

(λ1 + λ)k+1
Ek+1

1,1

(
λtβ

λ1 + λ

)
,

the mean and variance are:

EZ(t) =
λ1

λ
(βt+ 1) , V arZ(t) =

λ2
1

λ2
(2βt+ 1) +

λ1

λ
(βt+ 1) .

Laplace transform is given by

Ee−θZ(t) =
λ

λ+ λ1(1− e−θ)
e−βtλ1(1−e−θ)(λ+λ1(1−e−θ))

−1

.

We state the relations between pEk (t) and pYk (t) in the form of differential
equations.

We also study the time-changed process Z(t) = N1(Y (n)(t)), where Y (n)(t)
is the first passage time for the Poisson-Gamma process with parameter α = n.
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Some results received for ϕ-sub-Gaussian random processes are applied to
a special class of shot noise processes. Shot noise processes serve as mathe-
matical model of various physical phenomena. They are used in electronics,
telecommunications, mesoscopic physics.

In [1, 2] there was considered a real-valued homogeneous zero-mean pro-
cess ξ = (ξ(t), t ∈ R) with independent increments, defined on a complete
probability space (Ω,F ,P), and a real-valued function g = (g(t, u), t, u ∈ R)

satisfying the condition
∫ +∞
−∞ g2(t, u)du < ∞, t ∈ R. Then the process

X(t) =
∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, was called a shot noise process generated

by the process ξ and the response function g. In the papers [3, 4] and mono-
graphs [1, 2] properties of pre-Gaussian shot noise processes were studied and
estimates for distribution of suprema for such processes were received.

I consider the case, when ξ = (ξ(t), t ∈ R) is a strictly ϕ-sub-Gaussian
random process with uncorrelated increments defined on a standard probability
space such that E(ξ(t)− ξ(s))2 = t− s, t > s ∈ R.

Let’s recall some facts about the space Subϕ(Ω) of generalized sub-Gaussian
random variables [1, 5, 7].

Definition 1. A continuous even convex function ϕ = {ϕ(x), x ∈ R} is an

Orlicz N-function if it is increasing for x > 0, ϕ(x)
x → 0 as x→ 0 and ϕ(x)

x →∞
as x → ∞. The Young-Fenchel transformation ϕ∗ of an Orlicz N-function
ϕ = {ϕ(x), x ∈ R} is defined as ϕ∗(x) := supy>0 (xy − ϕ(y)) , x ≥ 0.

Let (Ω,F ,P) be a standard probability space.
Condition Q. We say that condition Q is satisfied, if ϕ is an Orlicz N-

function such that lim inf
x→0

ϕ(x)
x2 = C > 0. The constant C may be equal to +∞.

Definition 2. A zero mean random variable ξ belongs to the space Subϕ(Ω)
(the space of ϕ-sub-Gaussian random variables) if there exists a positive con-
stant a such that the inequality E exp (λξ) ≤ exp (ϕ(aλ)) holds for all λ ∈ R.

Theorem 3. [1, 7] The space Subϕ(Ω) is a Banach space with the norm

τϕ(ξ) = supλ6=0
ϕ−1(ln E exp(λξ))

|λ| .
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Definition 4. A stochastic process X = (X(t), t ∈ T ) is a ϕ-sub-Gaussian
process (belongs to the space Subϕ(Ω)) if the random variable X(t) ∈ Subϕ(Ω)

for all t ∈ T . If ϕ(x) = x2

2 , then such processes are called sub-Gaussian.

Example 5. A centered Gaussian stochastic process is sub-Gaussian process.

Definition 6. A family ∆ of random variables from the space Subϕ(Ω) is called
strictly ϕ-sub-Gaussian family (∆ ∈ SSubϕ(Ω)), if there exists a contstant
C∆ > 0 such that for any countable set I, ξi ∈ ∆, i ∈ I and for any λi ∈ R1

the following inequality holds:

τϕ

(∑
i∈I

λiξi

)
≤ C∆

(
E
(∑
i∈I

λiξi

)2
) 1

2

. (1)

The constant C∆ is called identifying constant of the family ∆.

Let ξ = (ξ(t), t ∈ R) be a real-valued zero-mean random process with
uncorrelated increments defined on a standard probability space such that

E(ξ(t)− ξ(s))2 = t− s, t > s ∈ R,

and g = (g(t, u), t, u ∈ R) be a real-valued function satisfying the following
condition: ∫ +∞

−∞
g2(t, u)du <∞, t ∈ R. (2)

Definition 7. We shall call the process X(t) =
∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, a

quasi shot noise process generated by the process ξ and the response function g,
where the integral above is defined in the mean-square sense.

The covariance function of the process X has the following form:
EX(t)X(s) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)g(s, u)du, t, s ∈ R.

Definition 8. The process X(t) =
∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u) is called strictly ϕ-sub-

Gaussian quasi shot noise process, if ξ is strictly ϕ-sub-Gaussian random pro-
cess.

Suppose that there exist such functions r = (r(h), h ≥ 0) and k = (k(u), u ∈
R) that

|g(t, u)− g(s, u)| ≤ r(t− s)k(u), t, s, u ∈ R, (3)

the function r is nonnegative continuous monotonically increasing function,
such that r(h) → 0 as h → 0, and the function k is nonnegative continuous
function that satisfies the condition

∫
R k

2(u)du <∞.
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Now we can apply results received for ϕ-sub-Gaussian processes (see [6, 7])
to a strictly ϕ-sub-Gaussian quasi shot noise process. In the following theorems
estimates for distribution of suprema of such a process are obtained and con-
ditions for its sample functions continuity with probability one are formulated.
Here ζϕ(v) = v

ϕ(−1)(v)
.

Theorem 9. Let X be a strictly ϕ-sub-Gaussian quasi shot noise process on
the interval [a, b], a, b ∈ R, with the response function g satisfying condition (3).
If

β∫
0

ζϕ

(
ln

(
b− a

2r(−1)(cu)
+ 1

))
du <∞, (4)

then for all x > D̄(p, γ, β) and any p ∈ (0, 1), we have the following estimates:

P

{
sup
t∈[a,b]

X(t) > x

}
≤ W̄ (p, x), P

{
sup
t∈[a,b]

|X(t)| > x

}
≤ 2W̄ (p, x),

where
W̄ (p, x) = exp

{
− Z∗p,γ,β(x− D̄(p, γ, β))

}
,

D̄(p, γ, β) = 2

(
γζϕ

(
ln

(
b− a

2r(−1)(cpβ)
+ 1

))
+

1

(1− p)p

βp2∫
0

ζϕ

(
ln

(
b− a

2r(−1)(cu)
+ 1

))
du

)
,

Z∗p,γ,β is the Young-Fenchel transformation of the function

Zp,γ,β(λ) = ϕ

(
λγ

1− p

)
(1− p) + ϕ

(
λβ

1− p

)
p, λ ∈ R,

γ = sup
t∈[a,b]

cξ

(∫ +∞
−∞ g2(t, u)du

)1/2

, β ∈
(
0, 1

c r
(
b−a

2

)]
,

c =

(
cξ

(∫ +∞
−∞ k2(u)du

)1/2
)−1

.

Theorem 10. If for a separable strictly ϕ-sub-Gaussian quasi shot noise pro-
cess X = {X(t), t ∈ [a, b]} condition (3) holds and for arbitrary ε > 0

σ(ε)∫
0

ζϕ

(
ln

(
b− a

2r(−1)(cu)
+ 1

))
du <∞, (5)
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then the process X is a sample continuous process with probability one and for
any p ∈ (0, 1) and x > B̄(p, ε) we have the following estimate:

P

{
sup
|t−s|<ε

|X(t)−X(s)| > x

}
≤ 2 exp

{
−ϕ∗

(
x− B̄(p, ε)

Ā(p, ε)

)}
, (6)

where σ(ε) = cξr(ε)
(∫ +∞
−∞ k2(u)du

)1/2

, Ā(p, ε) = σ(ε)(3−p)
(1−p)2 ,

B̄(p, ε) = 4(3−p)
3p(1−p)2

σ(ε)∫
0

ζϕ

(
ln
(

b−a
2r(−1)(cu)

+ 1
))

du.

Example 11. Consider a zero-mean random process ξ = (ξ(t), t ∈ R) ∈
SSubϕ(Ω) with uncorrelated increments, such that ϕ(x) = x2

2 , x ∈ R. That
is, ξ is a strictly sub-Gaussian process and Eξ2(t) = τ2(ξ(t)) for all t ∈ R,
where τ(·) = τϕ(·) is a norm in the space of sub-Gaussian variables Sub(Ω).
In this case we have cξ = 1, ϕ(−1)(v) =

√
2v, v ≥ 0, and ζϕ(v) = v

ϕ(−1)(v)
=

v√
2v

=
√

v
2 .

Let a real-valued function g = (g(t, u), t, u ∈ R) have the following form:

g(t, u) =
sin(tu)

|u|δ + 1
, t, u ∈ R, δ > 1.

This function satisfies the condition:∫ +∞

−∞
g2(t, u)du =

∫ +∞

−∞

sin2(tu)

(|u|δ + 1)2
du <∞, t ∈ R.

Now, we can consider a strictly sub-Gaussian quasi shot noise process
X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, generated by the process ξ and the response

function g. For the function g we get the following estimate:

|g(t, u)− g(s, u)| ≤ |t− s|α · 21−α|u|α

|u|δ + 1
= r(t− s)k(u),

where r(t− s) = |t− s|α, k(u) = 21−α|u|α
|u|δ+1

, t, s, u ∈ R, δ > 1, α = min(1, δ − 1).

The function r(h) = |h|α, h ∈ R, is a nonnegative continuous monotonically
increasing function such that r(h)→ 0 as h→ 0.

The function k(u) = 21−α|u|α
|u|δ+1

, u ∈ R, is a nonnegative continuous function

and ∫
R
k2(u)du =

∫
R

22−2α|u|2α

(|u|δ + 1)2
du <∞.

This means that condition (3) holds for the function g.
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In this case condition (4) is of the form

β∫
0

ζϕ

(
ln

(
b− a

2r(−1)(cu)
+ 1

))
du =

β∫
0

(
1

2
ln

(
b− a

2(cu)1/α
+ 1

))1/2

du <∞,

where β ∈
(

0, 1
c

(
b−a

2

)α]
. Since the integral above converges, the strictly sub-

Gaussian quasi shot noise process X generated by the process ξ and the response
function g satisfies conditions of theorem 9, and corrersponding estimate for
distribution of its supremum can be easily derived.
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Мiнiмiзацiя вартостi страхових контрактiв шляхом
залучення декiлькох страхових компанiй

Дрозденко В. О.
Бiлоцеркiвський нацiональний аграрний унiверситет

drozdenko@yandex.ru

Нехай X це випадкова величина, яка вiдображає розмiр страхової
компенсацiї пов’язаної з певною страховою угодою. Премiю, яку слiд за-
платити при укладаннi угоди за покриття ризику X, позначатимемо π[X].

Премiя середнього значення для ризику X, задана за допомогою фун-
кцiї v(x) ∈ C 2(R), такої, що v′(x) > 0 та v′′(x) ≥ 0 для x ∈ R, означається
як розв’язок рiвняння v(πс.з.[X]) = E[v(X)]; аргументацiя для такої пре-
мiй трохи прихована в нерiвностi Єнсена v(E[X]) ≤ E[v(X)], тобто, вартiсть
буде не меншою за математичне сподiвання розмiру страхової компенсацiї.

Частовживаним частковим випадком принципу середнього значення,
якщо обрати v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0, є експоненцiйна премiя

πексп.(β)[X] :=
1

β
log(E[eβX ]), для β > 0.

Експоненцiйна премiя виникає також при використаннi методик страхо-
вого оцiнювання основаних на концепцiях корисностi страховика/клiєнта.

В доповiдi розглядатиметься питання оптимального подiлу X1, · · · , Xn

ризику X мiж n страховими компанiями, кожна з яких користується екс-
поненцiйним принципом пiдрахунку вартостi страхових контрактiв з пара-
метрами iнтенсивностi β1, · · · , βn вiдповiдно, такого, що X1 + . . .+Xn = X,
який би мiнiмiзував страхову вартiсть ризику X, а також демонструвати-
меться, з використанням методик основаних на нерiвностях Гельдера, що
оптимальним, за зазначених умов, подiлом є наступний

Xi =
β̃

βi
X, де β̃ := (

n∑
i=1

1/βi)
−1,

при цьому, мiнiмально-оптимальна вартiсть ризику X складатиме

πoptimal[X] =

n∑
i=1

1

βi
log(E[eβiXi ]) = 1 / β̃ · log(E[exp(β̃X)]),

тобто, вона еквiвалентна вартостi ризику X при задiяннi лише однiєї ком-
панiї, яка користується експоненцiйним принципом з параметром β̃.
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Рекурентнi спiввiдношення для двоканальної
замкненої системи з ерлангiвським часом

обслуговування

Жерновий К. Ю.
Львiвський навчально-науковий iнститут ДВНЗ "Унiверситет

банкiвської справи"
k.zhernovyi@yahoo.com

Замкненi системи обслуговування використовуються як моделi для
оцiнки характеристик iнформацiйних систем, мереж передавання даних,
процесiв масового обслуговування у виробничих, транспортних, торгiвель-
них, логiстичних i сервiсних системах. Замкнену систему називають також
системою зi скiнченною кiлькiстю джерел. Припустимо, що в двоканаль-
ну систему обслуговування надходять замовлення вiд m однакових дже-
рел. Кожне джерело може згенерувати лише одне замовлення i поки це
замовленне не буде обслужене, джерело замовлень не вiдсилає. Час вiд
моменту повернення замовлення до джерела до моменту наступного його
надходження в систему назвемо часом генерування замовлення. Припусти-
мо, що час генерування замовлення розподiлений за показниковим законом
з параметром λ, а час обслуговування — за узагальненим законом Ерланга
n-го порядку, тобто є сумою n незалежних випадкових величин, розподiле-
них за показниковими законами з параметрами µi (1 ≤ i ≤ n) вiдповiдно.
Застосовуючи метод фiктивних фаз, таке обслуговування умовно розбива-
ють на n фаз.

Врахування фаз вимагає фiксацiї вiдповiдних станiв, тому безпосереднє
розв’язання системи рiвнянь для стацiонарних iмовiрностей станiв ускла-
днюється великою розмiрнiстю матрицi коефiцiєнтiв системи. Найдоцiль-
нiшим є алгоритмiчний пiдхiд, який полягає в розв’язаннi системи за до-
помогою рекурентних або матрично-рекурентних спiввiдношень i алгорит-
мiв. На основi врахування структурних особливостей системи рiвнянь для
стацiонарних iмовiрностей ми побудували рекурентнi спiввiдношення, якi
дають змогу у випадку n = 2 напряму обчислювати стацiонарний розподiл
кiлькостi замовлень у замкненiй системi обслуговування, у випадку n = 3
система зводиться до одного лiнiйного рiвняння вiдносно невiдомого пара-
метра p, а у випадку n ≥ 4 вдається скоротити кiлькiсть рiвнянь системи з
(n+1)(2+n(m−1))/2 до n(m−1). Отриманi результати перевiрено за допо-
могою iмiтацiйних моделей, побудованих за допомогою iнструментальних
засобiв GPSS World.
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Наближення випадкових процесiв з просторiв Fψ(Ω)
цiлими функцiями експоненцiального типу

Затула Д. B.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

dm.zatula@gmail.com

Розглянемо випадковий процес X = (X(t), t ∈ T), де (T, ρ) — деякий
метричний простiр. Модулем неперервностi процесу X є будь-яка функцiя
f така, що з ймовiрнiстю 1 справджується наступна нерiвнiсть:

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)|

f(ε)
≤ 1.

Для випадкiв компактного метричного простору (T, ρ) ([2]) та не-
скiнченного промiжку [0,∞) з метрикою ρ(t, s) = |t − s|, t, s ∈ [0,∞)
знайдено оцiнки розподiлу напiвнорм Гельдера вiд випадкових процесiв
X = (X(t), t ∈ T) з просторiв Fψ(Ω), тобто оцiнки ймовiрностi

P

{
sup

0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)|
f(ρ(t, s))

> x

}
.

Отриманi оцiнки можна застосувати для знаходження наближення ви-
падкових процесiв з просторiв Fψ(Ω) цiлими функцiями експоненцiального
типу iз заданою точнiстю та надiйнiстю.

Цiлими функцiями екпоненцiального типу називаються цiлi функцiї
F (t), для яких виконується нерiвнiсть типу |F (t)| ≤ AeB|t| ∀t ∈ R, де чи-
сла A та B не залежать вiд t. Точна нижня границя константи B, для
якої виконується наведена нерiвнiсть, називається типом функцiї F (t) та
знаходиться за формулою γ = lim

|t|→∞
ln |F (t)|
|t| ([1]).

Нехай функцiя r(t), t ∈ [0,∞) з деякого лiнiйного нормованого про-
стору E. Поставимо їй у вiдповiднiсть множину всiх цiлих функцiй F (x)
екпоненцiального типу ≤ γ (γ > 0), для яких r(x) − F (x) ∈ E. Позначимо
цю множину як Nr та покладемо δγ(r) = infF∈Nr ‖r − F‖ якщо Nr 6= ∅.

Теорема 1. Розглянемо сепарабельний та рiвномiрно неперервний ви-
падковий процес X = {X(t), t ∈ [0,∞)} з простору Fψ(Ω), що має вла-

стивiсть Z з функцiями U(n), z(x) та x0 > 0. Нехай [0,∞) =
∞⋃
i=0

Ai,

де Ai = [ai, ai+1], {ai, i = 0, 1, ...,∞} — деяка зростаюча послiдовнiсть,
a0 = 0. Позначимо αi = ai+1 − ai, Di = [ai, ai+1 + θ], θ ∈ (0,mini≥0 αi).
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Припустимо, що iснують монотонно зростаючi неперервнi функцiї
σi = {σi(h), h ≥ 0} такi, що σi(0) = 0, i = 0, 1, ... та ∀i = 0, 1, ... вико-
нуються наступнi нерiвностi:

sup
|t−s|≤h
t,s∈Di

‖X(t)−X(s)‖ψ ≤ σi(h), 0 < h < αi + θ.

Також нехай ε0 = min
i≥0

{
σ

(−1)
i (αi + θ)

}
, де σ(−1)

i (h) — обернена функцiя

до функцiї σi(h), i = 0, 1, ... Припустимо, що функцiя wB(t, s), t, s ∈ [0,∞)
така, що має мiсце наступна нерiвнiсть:

sup
0<|t−s|≤ε
t,s∈[0,∞)

|X(t)−X(s)| ≤ wB,ε · sup
0<|t−s|≤ε
t,s∈[0,∞)

|X(t)−X(s)|
wB(t, s)

,

де wB,ε = max
0<|t−s|≤ε

wB(t, s). Тодi для x > 3x0 · wB, 1
γ
, γ ∈

(
0, 1

min{ε0,θ}

)
та

за умови, що
∑∞
i=0

1
αi
<∞, справджується наступна нерiвнiсть:

P

 inf
F∈NX
t∈[0,∞)

‖X(t)− F (t)‖ψ > x

 ≤
≤ 4B(2B + 1)

γ(B2 − 1)
· exp

{
−z

(
x

3wB, 1
γ

)}
·
∞∑
i=0

1

αi + 1
γ

.
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Оцiнка швидкостi збiжностi в центральнiй граничнiй
теоремi для послiдовностi серiй

Капустей М. М.
Ужгородський нацiональний унiверитет

michaelkapustey@gmail.com

Слюсарчук П. В.
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Наводиться оцiнка швидкостi збiжностi до нормального закону розпо-
дiлу сум випадкових величин в термiнах однiєї форми псевдомоментiв. Ви-
користовуються методи робiт [1] i [2], узагальнюється один iз результатiв
роботи [1].

Розглянемо послiдовнiсть серiй ξn1, ..., ξnn незалежних в кожнiй серiї
випадкових величин з Mξni = 0, Dξni = σ2

ni, σni > 0,
∑n
i=1 σ

2
ni = 1. Позна-

чимо: Fni(x) — функцiя розподiлу ξni, Sn = ξn1 + ...+ξnn, Φn(x) — функцiя
розподiлу Sn; Φ(x) — функцiя розподiлу стандартного нормального закону,
σn = max{σn1, ..., σnn}, ρn = sup n|Φn(x)− Φ(x)|. Введемо псевдомоменти
вигляду

νni =

∫ ∞
−∞

max(1, |x|3)|d(Fni(xσni)− Φ(x))|,

νn = max{νn1, ..., νnn}.

Теорема 1. Нехай σ2
n ≤ 3

4 . Iснує стала C, що для всiх n ≥ 1 справедлива
нерiвнiсть

ρn ≤ Cνnσn.
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Iмовiрнiсть банкрутства за умов великих виплат та
iснування вiдсоткової ставки на резерв.

Кiнаш О. М.
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Бiлинський А. Я.
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Процес ризику у випадку класичної моделi Крамера-Лундберга, ко-
ли поряд з лiнiйним надходженням страхових внескiв, страхова компанiя
отримує вiдсотки на резервний капiтал з вiдсотковою ставкою δ > 0 визна-
чається як

Uδ(t) = ueδt + c

t∫
0

eδvdv −
t∫

0

eδ(t−v)dS(v), t ≥ 0,

де S(t) =
∑N(t)
n=1 Xn, iнтенсивнiсть страхових внескiв c > 0, u – початковий

капiтал.[1]
Клюпельберг та Штадмюлер [2] вивчали таку модель у випадку, ко-

ли функцiя розподiлу F (x) має ”хвости”, що регулярно змiнюються. Вони
довели, що

ψδ(u) ∼ kδF (u), u→∞,

де ψδ(u) – ймовiрнiсть банкрутства, F (u) = 1−F (u) – ”хвiст” розподiлу F .
Нами застосовано цей результат до виплат, що мають розподiл Парето та
Бенктандера.
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Про двопараметричнi напiвгрупи Феллера для
одновимiрних дифузiйних процесiв з рухомою

мембраною
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Розглянемо на числовiй прямiй R двi областi D1s = {x ∈ R : x < r(s)} i
D2s = {x ∈ R : x > r(s)}, де r(s), 0 ≤ s ≤ T — задана функцiя, неперервна
за Гельдером з показником 1+α

2 , 0 < α < 1. Нехай в областi Dis, i =
1, 2, заданий дифузiйний процес, що керується твiрним диференцiальним
оператором Lis:

Lis ≡
1

2
bi(s, x)

d2

dx2
+ ai(s, x)

d

dx
, i = 1, 2.

Будемо вважати, що коефiцiєнти операторiв L1s i L2s визначенi в областi
(s, x) ∈ [0, T ]× R i задовольняють умови:

1) функцiї bi(s, x) та ai(s, x), i = 1, 2, обмеженi, до того ж iснує стала
b > 0 така, що bi(s, x) ≥ b, i = 1, 2, для всiх (s, x) ∈ [0, T ]× R;

2) для всiх s, s′ ∈ [0, T ] i x, x′ ∈ R виконуються нерiвностi

|bi(s, x)− bi(s′, x′)| ≤ C
(
|s− s′|α2 + |x− x′|α

)
,

|ai(s, x)− ai(s′, x′)| ≤ C
(
|s− s′|α2 + |x− x′|α

)
,

де C i α — додатнi сталi, 0 < α < 1.

Припустимо також, що в точцi x = r(s) задана умова спряження типу
Вентцеля [1], яка представлена за допомогою трьох доданкiв, до того ж
один з них вiдповiдає за можливiсть виходу дифузiйного процесу з межi
областi стрибками, а два iншi вiдповiдають за властивiсть його часткового
вiдбиття.

Ставиться задача побудувати двопараметричну напiвгрупу Феллера
Tst, 0 ≤ s < t ≤ T, якiй вiдповiдає неоднорiдний марковський процес
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на прямiй такий, що в областях D1s i D2s вiн збiгається з дифузiйними
процесами, керованими операторами L1s i L2s вiдповiдно, а його поведiнка
пiсля потрапляння дифундуючої частинки на спiльну межу цих областей
визначається заданою умовою спряження типу Вентцеля. Сформульовану
в описаний спосiб проблему ще називають задачею про склеювання двох
дифузiйних процесiв на прямiй або задачею про побудову математичної
моделi фiзичного явища дифузiї в середовищi з мембраною. Для її розв’я-
зання ми використовуємо аналiтичнi методи з використанням класичної
теорiї параболiчних потенцiалiв (можливiсть застосування цiєї теорiї за-
безпечують умови 1) i 2) та припущення щодо гельдеровостi функцiї r(s)).
За такого пiдходу iнтегральне зображення шуканої напiвгрупи отримуємо
як розв’язок вiдповiдної задачi спряження для лiнiйного параболiчного рiв-
няння другого порядку з розривними коефiцiєнтами. Окремо дослiджено
випадок, коли побудований нами феллерiвський процес можна трактувати
як узагальнений дифузiйний процес в розумiннi М. I. Портенка [2]. Вiд-
значимо, що ранiше в [3] аналогiчна задача вивчалася у достатньо загаль-
нiй постановцi за умови, коли мембрана розташована у фiксованiй точцi
r(s) ≡ r0.
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У роботi дослiджується задача оптимального лiнiйного оцiнювання
функцiонала AMζ =

∑M
k=0 a(k)ζ(k) вiд невiдомих значень стохастичної

послiдовностi {ζ(k), k ∈ Z} iз перiодично стацiонарними приростами за
спостереженнями послiдовностi в моменти часу k ∈ Z\{0, 1, . . . ,M}.

За допомогою замiни ξp(k) = ζ(kT+p−1), p = 1, 2, . . . , T, k ∈ Z отримано
векторну послiдовнiсть ξ(k) = {ξp(k)}p=1,2,...,T−1 , k ∈ Z iз стацiонарними
n-ми приростами. Функцiонал ANξ представлено у виглядi рiзницi фун-
кцiоналiв ANξ = BNξ − VNξ. Спектральна характеристика оптимальної
оцiнки функцiонала BNξ визначається iз умов:

B̂Nξ ∈ H(N+µn)−(ξ(n)
µ ) (1)

BNξ − B̂Nξ 6∈ H(N+µn)−(ξ(n)
µ ) (2)

У випалку, коли для послiдовностi ξ(k) вiдома матриця спектральної
щiльностi F (λ) = {fij(λ)}Ti,j=1, отримано спектральну характеристику та
величину середньоквадратичної похибки оптимальної оцiнки функцiонала
AMζ вiд невiдомих значень процесу {ζ(k)}.
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тист., 87 (2012), 105–119.

[3] I.I. Дубовецька, М. П. Моклячук, Мiнiмаксна iнтерполяцiя перiодично ко-
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Застосування статистичних тестiв для перевiрки гипотези випадкового
розташування бiтiв (0, 1)-вектора довжини n базується, зокрема, на умо-
вi, згiдно з якою параметр n має бути достатньо великий, n > 100. Це
стосується, наприклад, пакета статистичних тестiв NIST [1].

Для значень n з промiжка n ∈ (10, 100] доповнювальним iнструмен-
том для перевiрки гiпотези випадкового розташування бiтiв (0, 1)-вектора
довжини n може слугувати алгоритмiчний аналiз цього вектора.

У доповiдi пропонується варiант поєднання ймовiрнiсного та алгори-
тмiчного пiдходiв для з‘ясування факту випадкового розташування бiтiв
(0, 1)-вектора необов‘язково великої довжини n. Увага придiляється та-
кож питанню якостi випадкового розташування бiтiв у (0, 1)-векторi, що
тестується. Пропонується оцiнювати зазначену якiсть шляхом належного
аналiзу вiдстаней мiж (0, 1)-вектором, що тестується, та опорними (0, 1)-
векторами, якi розглядаються як невипадковi. Точне означення опорного
вектора наведено в роботi [2].
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Простори Fψ(Ω) i метод Монте-Карло
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Знаходяться умови, за яких кратнi iнтеграли обчислюються iз зада-
ною надiйнiстю та точнiстю у просторi C(T ) методом Монте-Карло. Для
отримання цих результатiв використовуються методи теорiї випадкових
процесiв з просторiв Fψ(Ω).

Теорема 1. [1] Нехай випадковий процес ξ(t), t ∈ T належить простору
Fψ(Ω) для якого виконується умова H з константою Cψ, Zn(t) − I(t) =

1
n

n∑
i=1

(ξi(t)− I(t)), де ξi(t) – незалежнi копiї випадкового процесу ξ(t).

Припустимо, що iснує неперервна монотонно зростаюча функцiя σ(h)
(σ(0) = 0) така, що справджується нерiвнiсть

sup
ρ(t,s)≤h

∥∥ξ(t)− ξ(s)∥∥
ψ
≤ σ(h).

Припустимо також, що для будь-якого z > 0 виконується умова
z∫

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du <∞,

де κ(n) – мажоруюча характеристика, N(u) – метрична масивнiсть про-
стору Fψ(Ω), а σ(−1)(u) – обернена функцiя до σ(u). Тодi Zn(t) наближає
I(t) з надiйнiстю 1 − δ, δ > 0 i точнiстю ε в просторi C(T ), якщо число n
таке, що для будь-якого 0 < p < 1 справджується умова

inf
u≥1

(
B(p)ψ(u)

ε
√
n

)u
≤ δ,

де B(p) = 2
√
Cψ inf

t∈T
‖ξ(t)‖ψ + 1

p(1−p)

γp∫
0

κ
(
N
(
σ

(−1)
1 (u)

))
du, σ1(u) =

2
√
Cψσ(u), γ = σ1

(
sup
t,s∈T

ρ(t, s)

)
.
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Дослiджуємо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала
Aξ =

∫
Rs
a(t)ξ(−t)dt, вiд невiдомих значень стацiонарного стохастичного

процесу ξ(t) за даними спостережень процесу ξ(t) + η(t) при t ∈ R−\S, де
S =

s⋃
l=1

[−Ml − Nl, . . . , −Ml], R
s = [0,∞)\S+, S+ =

s⋃
l=1

[Ml, . . . , Ml + Nl].

Розглядаємо два випадки: коли спектральнi щiльностi процесiв ξ(t) та η(t)
вiдомi та коли їх точний вигляд не вiдомий, але знаємо, що вони нале-
жать до певних класiв допустимих спектральних щiльностей. У першому
випадку для обчислення середньоквадратичної похибки та спектральної
характеристики оптимальної оцiнки функцiонала використаємо запропо-
нований А. М. Колмогоровим метод проекцiй у гiльбертових просторах [1].
У другому випадку застосуємо мiнiмаксний метод оцiнювання [2] та для за-
даних множин допустимих спектральних щiльностей визначимо найменш
сприятливi спектральнi щiльностi та мiнiмакснi спектральнi характеристи-
ки оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала [3].
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Дослiджується задача оптимального лiнiйного оцiнювання iнтеграль-
ного функцiонала AT ξ =

∫ T
0
a(t)ξ(t)dt вiд гармонiзованого α-стiйкого сто-

хастичного процесу ξ(t), t ∈ R за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t),
t ∈ R \ [0;T ], де ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R – взаємно незалежнi гармонiзова-
нi α-стiйкi стохастичнi процеси. Спектральна характеристика оптимальної
оцiнки функцiонала AT ξ визначається iз наступних спiввiдношень

(AT (θ)− h(θ))
<α−1>

f(θ)−(h(θ))
<α−1>

g(θ) = CT (θ), CT (θ) =

∫ T

0

c(t)eitθdt,

c(t), t ∈ [0;T ]− невiдома функцiя, яку потрiбно знайти,∫ ∞
−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t ∈ [0;T ].

Отриманi формули для обчислення величини похибки та спектральної
характеристики оптимальної оцiнки за умови, що спектральнi щiльностi
f(θ), g(θ) процесiв вiдомi. У тому випадку, коли спектральнi щiльностi
невiдомi, а вказанi лише класи допустимих щiльностей, отриманi спiввiд-
ношення, якi визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi та
мiнiмакснi спектральнi характеристики оцiнок для деяких класiв допусти-
мих спектральних щiльностей.
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Третя початково-крайова задача для
псевдодиференцiального рiвняння пов’язаного iз
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Нехай A — генератор симетричного α-стiйкого випадкового проце-
су (x(t))t≥0 в Rd (вважаємо d ≥ 2). Це — псевдодиференцiальний опе-
ратор, символ якого має вигляд (−c|λ|α)λ∈Rd . Ми розглядаємо випадок
α ∈ (1, 2). Нехай B — Rd-значний псевдодиференцiальний оператор iз сим-
волом (i|λ|α−2λ)λ∈Rd . Через Bν (для довiльного орта ν) позначатимемо
оператор, дiя якого пiдпорядковується наступному правилу Bνf = (Bf, ν).

Нехай S — обмежена замкнена поверхня класу H1+γ , тобто, поверхня,
яка в околi кожної своєї точки в локальнiй системi координат задається
явно диференцiйовною функцiєю, що задовольняє умову Гельдера з пока-
зником γ ∈ (0, 1) та сталою, що не залежить вiд точки поверхнi. Нехай
ν(x) —одиничний вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi S в точцi x.

Нехай в точках поверхнi S заданi неперервнi дiйснозначнi функцiї q(x)
та r(x), друга з яких невiд’ємна. Нас цiкавить наступна задача

Задача. Для кожної обмеженої неперервної функцiї (ϕ(x)) знайти таку
неперервну функцiю (U(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd що задовольняє рiвняння

∂U(t, x, ϕ)

∂t
= AU(t, ·, ϕ)(x), t > 0, x ∈ Rd \ S;

початкову умову
U(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd
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та граничну умову

1 + q(x)

2
Bν(x)U(t, ·, ϕ)(x+)− 1− q(x)

2
Bν(x)U(t, ·, ϕ)(x−) =

= r(x)U(t, x, ϕ), t > 0, x ∈ S,

де f(x+) (вiдповiдно f(x−)) означає границю функцiї (f(y))y∈Rd в точцi
x ∈ S, якщо y наближається до x вздовж довiльної кривої, розташованої
в деякому замкненому обмеженому конусi з вершиною x, для кожної то-
чки y 6= x якого виконується (y−x, ν(x)) > 0 (вiдповiдно (y−x, ν(x)) < 0).

Побудовано розв’язок цiєї задачi, а у випадку q(x) ≡ 0 (симетрична
крайова задача) знайдено її фундаментальний розв’язок. Основою наших
конструкцiй є результати роботи [1].

У випадку симетричної задачi розв’язок породжується напiвгрупою
операторiв, що задає однорiдний маркiвський процес одержаний з дано-
го перетворенням Фейнмана-Каца з адитивним функцiоналом

ηt =

∫ t

0

r(x(τ))δS(x(τ)) dτ,

який треба розумiти як W-функцiонал з характеристикою

ft(x) =

∫ t

0

dτ

∫
S

g(t, x, y)r(y) dσy, t > 0, x ∈ Rd,

де (g(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd — щiльнiсть вiдносно лебегової мiри ймовiрностi
переходу процесу (x(t))t≥0.

Розв’язок в загальному випадку будуємо з допомогою деякого збурен-
ня одержаного процесу, яке взагалi кажучи не приводить до якогось мар-
кiвського процесу. Побудована напiвгрупа не залишає iнварiантним конус
невiд’ємних функцiй (див. [2], [3]).
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Рiвняння математичної фiзики з випадковою правою частиною вiдiгра-
ють значну роль у моделюваннi. Бiльшiсть лiтератури з тематики присвя-
чено або випадку загальних стохастичних мiр [4], або випадку гаусiвських
чи субгаусiвських розподiлiв випадковостi [2, 2, 3, 4, 6]. Тому наявнi резуль-
тати непридатнi в ситуацiї, коли випадковiсть має важкi хвости роздiлу.

Ми розглядаємо хвильове рiвняння з α−стiйким збуренням:

(
∂2

∂t2
− a2∆

)
U (x, t) = f(x, t),

U(x, 0) = 0,

∂U

∂t
|t=0 = 0,

(1)

Розглядатимемо випадкове збурення, що є просторовим шумом, тобто:

f(x, t) = σ(x, t)Ṁ(x),

де Ṁ(x) — «α−стiйкий бiлий шум» у R2, що є щiльнiстю Радона-Нiкодима
симетричної мiри M , σ : [0,∞]→ R — неперервна обмежена функцiя.

Потенцiйний розв’язок визначено за формулою Пуассона-Парсеваля:

U(x, t) =
1

2πa

∫ t

0

∫∫
|x−y|<a(t−τ)

σ(y1, y2, τ)M(dy1, dy2)dτ√
a2(t− τ)2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2 (2)

Теорема 1. Якщо функцiя σ є обмеженою, то ∀x ∈ R2 iнтеграл у (2) є
скiнченним майже напевно.

На вiдмiну вiд часової змiнної, за просторовою змiнною розв’язок не є
неперервним, бiльше того, вiн є необмеженим в околi кожної точки, в якiй
σ не обертається в нуль.

Теорема 2. Для будь-яких t ≥ 0 та x ∈ R2 таких, що σ(t, x) 6= 0 та для
∀δ > 0 виконується наступне спiввiдношення:

sup
y:|x−y|<δ

|U(y, t)| = +∞.
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Теорема показує, що рiвняння (1) не може мати розв’язку в класичному
сенсi. Функцiя U(x, t) задовольняє рiвняння (1) в узагальненому сенсi, що
показує наступна теорема.

Теорема 3. 1. Якщо α ∈ (0, 1), то знайдеться Ω0 ∈ F, P (Ω0) = 1, така,
що для довiльних ω ∈ Ω0 та для довiльної функцiї θ(x, t) ∈ C∞fin(R2 × R+)
з iмовiрнiстю 1 виконано рiвнiсть:∫ ∞

0

∫∫
R2

θ(x, t)σ(x, t)M(dx)dt =

∫ ∞
0

∫∫
R2

U(x, t)

(
∂2

∂t2
θ(x, t)− a2∆θ(x, t)

)
dxdt.

(3)
2. Якщо α ≥ 1 то для довiльної функцiї θ(x, t) ∈ C∞fin(R2 × R+) майже
напевно буде виконуватись рiвнiсть (3).

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 1, функцiя σ є гельдеро-
вою. Тодi розв’язок хвильвого рiвняння (1) є майже напевно гельдеровим
за змiнною t.
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Гранична поведiнка рiвняння Маккiна-Власова з
дробовим броунiвським шумом

Танцюра М. В.
Iнститут математики НАН України

mtan@meta.ua

Розглянемо систему стохастичних диференцiальних рiвнянь.
dXn

k (t) =
(
−λXn

k (t) + a(Xn
k (t), µn(t))

)
dt+ dwk(t), k = 1, n, t ≥ 0,

µn(t) = 1
n

∑n
k=1 δXnk (t),

Xn
k (0) = xk, k = 1, n,

(1)

де n ∈ N, функцiя a є обмеженою лiпшицевою, wk є незалежними дробови-
ми броунiвськими процесами, {xi, i ≥ 1} – незалежнi однаково розподiленi
випадковi величини з розподiлом m(dx).

Теорема 1. Для всiх k ∈ N, t ≥ 0 має мiсце збiжнiсть Xn
k (t) →

Xk(t), n→∞, де випадковий процес Xk(t) визначається з системи
dXk(t) =

(
−λXk(t) + a(Xk(t), µ(t))

)
dt+ dwk(t), t ∈ [0, T ],

µ(t) = distr(Xk(t)),
Xk(0) = xk,

(2)

де distr(X(t)) – розподiл випадкової величини X(t).

Зауваження. Мiра µ(t) не залежить вiд k.
Позначимо через ρ метрику Васерштейна першого порядку:

ρ(µ, ν) = inf
distr(ξ)=µ,distr(η)=ν

E|ξ − η|.

Доведено, що якщо мiра m має другий момент, то за вищевказаних припу-
щень має мiсце рiвномiрна пропагацiя хаосу, а саме

sup
t≥0

ρ(µn(t), µ(t))→ 0, n→∞

за ймовiрнiстю.
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Дослiдження та графiчне представлення моделi
гауссового стацiонарного випадкового процесу у

деяких просторах Орлiча.
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anteg@ukr.net

Сливка-Тилищак Г. I.
ДВНЗ "Ужгородський нацiональний унiверситет"

aslyvka@ukr.net

Нехай X = {X(t), t ∈ T } – гауссiв стацiонарний дiйсний центрований
неперервний в середньому квадратичному випадковий процес з коварiацiй-
ною функцiєю r(τ).

Випадковий процес X(t) має зображення

X(t) =

∞∫
0

cosλtdη1(λ) +

∞∫
0

sinλtdη2(λ),

де η1(λ), η2(λ) незалежнi центрованi гауссовi випадковi процеси з незале-
жними приростами.

За модель процесу X(t) вiзьмемо

XM
Λ (t) =

M∑
k=0

(ηk1 cos ζkt+ ηk2 sin ζkt), (1)

де Λ = {λ0, . . . , λM} таке розбиття множини [0,∞] , що λ0 = 0, λk < λk+1,
λM+1 = ∞; ηk1, ηk2, ζk незалежнi випадковi величини такi, що Eηk1 =
Eηk2 = 0, Eη2

k1 = Eη2
k2 = F (λk+1) − F (λk) = b2k, k = 1, . . . ,M, ζk –

випадковi величини, що приймають значення на вiдрiзках [λk, λk+1] з фун-
кцiями розподiлу Fk(λ).

Показано за яких умов треба вибирати розбиття Λ, щоб для моделi
XM

Λ iснував центрований гауссовий процес X(t), який би вона наближала
в просторi Орлiча iз заданими точнiстю та надiйнiстю [1].

Провiвши вiдповiднi обчислення i оцiнки у виразi BΛ(t) [1], одержали:

τ
(
X(t)−XM

Λ (t)
)
≤ 4

((
ΛT

2M

)2γ

F (Λ) + F (+∞)− F (Λ)

)1/2
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Розглянуто частковi випадки простору Орлiча випадкових величин, що
породжуються рiзними С-функцiями:
Uα(x) = e|x|

α − 1, 1 ≤ α ≤ 2; Uα(x) =
(
eα
2

) 2
α x2, |x| ≤

(
2
α

)1/α,
0 < α < 1.

При виборi рiзних С-функцiй, спектральних щiльностей, параметрiв С-
функцiй та параметрiв одержаних оцiнок субгауссового стандарту, значень
точностi i надiйностi одержано оцiнку для обчислення числа М, при якому
модель XM

Λ наближатиме гауссовий процес X(t) з заданими точнiстю i
надiйнiстю.

Зокрема:

1) При Uα(x) = e|x|
α − 1, α = 2, U (−1)(1) =

√
ln 2, T = 1, γ = 1

2 , F (Λ) =
1− e−Λ, δ = 0.01, β = 0.01 одержано

M ≥ Λ(1− e−Λ)

2(3.306 ∗ 10−7 − e−Λ)

Мiнiмум функцiї M = 2.862 ∗ 106 досягається при Λ = 17.

2) При Uα(x) = e|x|
α − 1, α = 2, U (−1)(1) =

√
ln 2, T = 1, γ = 1, F (Λ) =

1− e−Λ, δ = 0.01, β = 0.01 одержано

M ≥

√
Λ2(1− e−Λ)

4(3.306 ∗ 10−7 − e−Λ)

Мiнiмум функцiї M = 15780 досягається при Λ = 17.

3) При Uα(x) =
(
eα
2

) 2
α x2, |x| ≤

(
2
α

)1/α,
α = 1/2, U (−1)(1) =

(
4
e

)2
, T = 1,

γ = 1, F (Λ) = 1− e−Λ, δ = 0.01, β = 0.01 одержано

M ≥

√
Λ2(1− e−Λ)

4(2.326 ∗ 10−6 − e−Λ)

Мiнiмум функцiї M = 5277 досягається при Λ = 15.

Пiдставляючи число М у модель (1) i комп’ютерно моделюючи випад-
ковi величини ηk1, ηk2, ζk при k = 0,M , одержали графiчнi представлення
моделей процесу.
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Страховi премiї в умовах факторизацiйної моделi

Чорний Р. О.
ЛНУ iм. Iвана Франка
rostykchornyy@gmail.com

Кiнаш О. М.
ЛНУ iм. Iвана Франка
okinasch@yahoo.com

Припустимо, що ми знаходимось в умовах факторизацiйної моделi iн-
дивiдуальних позовiв (Φ - моделi)[див. зокрема, [1], ст.248]. Нагадаємо, що
суть Φ - моделi полягає в тому, що випадковi величини Xj - величина вiд-
носного позову за j-м договором страхування i Sj - страхова сума за j-м
договором вважаємо незалженими.

Отримано певнi асимптотичнi оцiнки страхових премiй, якi базуються
на припущеннi, що страховий фонд R може бути апроксимований за нор-
мальним законом.

Лiтература
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2 Секцiя математичного аналiзу

Деякi достатнi умови збiжностi та абсолютної
стiйкостi до збурень гiллястих ланцюгових дробiв

спецiального вигляду

Антонова Т. М.
НУ “Львiвська полiтехнiка”
tamara_antonova@ukr.net

Возна С.М.
НУ “Львiвська полiтехнiка”
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v_hladun@yahoo.com

Ми розглядаємо деякi достатнi умови збiжностi послiдовностi {fn},

f0 = b0, fn = b0 + F
([n/2])
0,0 +

+Ψi = 1n
ai,0

bi,0 + F
([(n−i)/2])
i,0

+ Ψi = 1n
a0,i

b0,i + F
([(n−i)/2])
0,i

, n = 1, 2, . . . ,

F
(0)
i,j = 0, F

(k)
i,j = Ψp = 1k

ap+i,p+j
bp+i,p+j

, i, j = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . ,

де b0, ai,j , bi,j , i, j = 0, 1, . . . , i + j ≥ 1 — комплекснi сталi, [α] — цiла
частина дiйсного числа α, та обмеженостi абсолютної похибки елементiв
послiдовностi, тобто∣∣∣f̂n − fn∣∣∣ ≤ ∣∣∣b̂0 − b0∣∣∣+ C∆, n = 1, 2, . . . ,

якщо C, ∆ — додатнi сталi,

f̂0 = b̂0, f̂n = b̂0 + F̂
([n/2])
0,0 +

+Ψi = 1n
âi,0

b̂i,0 + F̂
([(n−i)/2])
i,0

+ Ψi = 1n
â0,i

b̂0,i + F̂
([(n−i)/2])
0,i

, n = 1, 2, . . . ,
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F̂
(0)
i,j = 0, F̂

(k)
i,j = Ψp = 1k

âp+i,p+j

b̂p+i,p+j
, i, j = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . ,

|âi,j − ai,j | ≤ ∆,
∣∣∣b̂i,j − bi,j∣∣∣ ≤ ∆, i, j = 0, 1, . . . , i+ j ≥ 1.

Estimate minimum modulus of entire function of
bounded L-index in joint variables

Bandura A. I..
Ivano-Frankivsk National Technical University of Oil and Gas

andriykopanytsia@gmail.com

We use definitions and notations from [1]. Our main result is following

Theorem 1. Let L ∈ Qn, F be an entire in Cn function. If ∃R ∈ Rn+ with
0 < R < 1, ∃p2 ≥ 1 ∃Θ ∈ Rn+, 0 < Θ < R, ∃R′ > 0, (R′ = 0 for ZF = ∅) such
that ∀z0 ∈ Cn ∃R0 = R0(z0) ∈ Rn+, Θ ≤ R0 ≤ R, for which

meas

{
Tn
(
z0,

R0

L(z0)

)
∩GR′(F )

}
<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj
λ2,j(2(R+ 1))lj(z0)

and

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)}
≤

≤ p2 min

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)
\GR′(F )

}
then the function F has bounded L-index in joint variables (meas is the Lebesgue
measure on the skeleton in the polydisc).

This theorem is necessary to deduce conditions by partial logarithmic
derivatives and distribution of zeros, which provides boundedness of L-index
in joint variables.
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Асимптотика цiлих функцiй нульового порядку з
нулями на логарифмiчнiй спiралi
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Нехай Lcθ = {z : z = rei(c ln r + θ)}, 1 ≤ r < +∞, 0 ≤ θ < 2π,
−∞ < c <∞ − логарифмiчна спiраль, f(z) − цiла функцiя така, що
f(0) = 1, n(t)− рахуюча функцiя її нулiв,

N(r) =

∫ r

0

n(t)

t
dt,

ln f(z) − однозначна в областi C \ Lc0 вiтка багатозначної функцiї Ln f(z)
така, що ln f(0) = 0. Через L позначимо клас невiд’ємних, зростаючих
до +∞ неперервно - диференцiйовних на [0,+∞) функцiй v(r) таких, що
rv′(r) = o (v(r)), r → +∞.

Теорема 1. Нехай v ∈ L, f− цiла функцiя нульового порядку з нулями
на логарифмiчнiй спiралi Lc0 такими, що

n(r) = ∆v(r) + o (v(r)), r → +∞.

Тодi для θ ∈ (0, 2π)

ln f(rei(c ln r + θ)) = (1 + ic)N(r) + i∆(θ − π)v(r) + o (v(r)), r → +∞,

причому останнє спiввiдношення виконується рiвномiрно щодо
θ ∈ [δ; 2π − δ], 0 < δ < 1.

Випадок цiлих функцiй додатнього порядку з нулями на логарифмiчнiй
спiралi було розглянуто в [1].
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Критерiй збiжностi гiллястих ланцюгових дробiв
спецiального вигляду з додатними елементами
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Розглянемо гiллястий ланцюговий дрiб (ГЛД) спецiального вигляду

b0 +
∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

1

bi(k)
, (1)

де bi(k) > 0, i(k) ∈ I, I = {i1i2 . . . ik : 1 ≤ ik ≤ ik−1 ≤ ... ≤ i0; k ≥ 1; i0 = N} ,
N − фiксоване натуральне число.

Для дробу (1) означимо

b
(m)
0 = b

(m−1)
0 +

∞
D
k=1

1

b
(m−1)
m[k]

, b
(m)
i(n) = b

(m−1)
i(n) +

∞
D
k=1

1

b
(m−1)
i(n)m[k]

,m = 1, N, (2)

де b
(0)
i(n)m[k] = bi(n)m[k],m[k] = mm...m︸ ︷︷ ︸

k

, i(n) ∈ Im+1, Im+1 =

{i1i2 . . . in : m+ 1 ≤ in ≤ in−1 ≤ ... ≤ i0; n ≥ 1; i0 = N} .

Теорема 1. ГЛД (1) збiгається тодi i тiльки тодi, коли для кожного
m, 1 ≤ m ≤ N, i кожного i(n), i(n) ∈ Im+1, розбiгаються ряди

∞∑
k=1

b
(m−1)
m[k] ,

∞∑
k=1

b
(m−1)
i(n)m[k], (3)

елементи яких визначаються спiввiдношеннями (2).
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Convergence of 1-periodic branched fraction of the
special form in some regions
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Object of our research is 1-periodic branched continued fraction (BCF) of the
following form

(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

)−1

=

1 +

N∑
i1=1

ci1

1 +
i1∑
i2=1

ci2
1 + . . .


−1

, (1)

where cj 6= 0 – complex numbers, j = 1, N ; i0 = N – fixed natural numbers.

Theorem 1. Let N > 1 and elements cj of fraction (1) satisfy follow condi-
tions

c1 ∈ Ω1 = {z ∈ C : | arg(z + 1/4)| < π},

cj ∈ Pj(α1), where

Pj(α1) =
{
z ∈ C : |z| − <(ze−2iα1) ≤ 2lj cos2 α1

}
,

where α1 = 1
2 arg c1, lj =

1− ε
2(N − 1)

(
1

2
−

(1− ε)(j − 1)

2(N − 1)

)
, ε – some parameter,

0 < ε < 1. Then

1) 1-periodic BCF uniformly converge according to c2, ..., cN on any com-
pact of P2(α1)× P3(α1) . . .PN (α1) with fixed c1;

2) value set is the circle

K(α1) =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣∣z − e−iα1

ε cosα1

∣∣∣∣∣ < 1

ε cosα1

}
.
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Алгебра симетричних полiномiв на просторi `p(Cn)

Василишин Т. В.
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Кравцiв В. В.
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Нехай p ∈ [1,+∞). Позначимо `p(Cn) простiр послiдовностей x =

(x1, x2, . . . , xm, . . .), де xm =
(
x

(1)
m , x

(2)
m , . . . , x

(n)
m

)
∈ Cn для m ∈ N, для яких

скiнченною є норма

‖x‖p =
( ∞∑
m=1

n∑
j=1

|x(j)
m |p

)1/p

.

Функцiю f : `p(Cn)→ C називають симетричною, якщо

f((x1, x2, . . . , xm, . . .)) = f((xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(m), . . .))

для всiх (x1, x2, . . . , xm, . . .) ∈ `p(Cn) i для всiх бiєкцiй σ : N→ N.
В роботi описано алгебраїчний базис алгебри усiх неперервних симе-

тричних полiномiв на просторi `p(Cn).

Нерiвностi типу Бернштейна-Нiкольського для
тригонометричних полiномiв з довiльним вибором

гармонiк

Власик Г.
Iнститут математики НАН України

annawlasik@gmail.com

У багатьох питаннях теорiї наближення перiодичних функцiй однiєї
змiнної важливу роль вiдiграють нерiвностi, якi пов’язують норми полi-
нома i його похiдної в рiзних метриках (див., наприклад, [1, Ch. I, §2]):

для довiльного тригонометричного полiнома t ∈ T (m), де

T (m) =

{
t : t(x) =

m∑
k=−m

cke
ikx

}
, та для довiльних r > 0 i β ∈ R

‖trβ‖q � mr+1/p−1/q‖t‖p, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.
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Спiввiдношення такого виду називають нерiвностями Бернштейна–
Нiкольського, оскiльки в них поєднанi нерiвностi С.Н. Бернштейна при
p = q з "нерiвностями рiзних метрик" С.М. Нiкольського при r = 0.

У зв’язку з нерiвностями Бернштейна–Нiкольського для тригонометри-
чних полiномiв iз множини T (m) в роботах В.Є. Майорова [2] була розгля-
нута бiльш загальна постановка задачi, а саме дослiджувалася величина

Tm(r, q, p) = inf
Km

sup
t∈T (Km)

‖tr‖q
‖t‖p

, 1 ≤ p, q ≤ ∞,

де похiдна порядку r ≥ 0 розумiється в сенсi Вейля–Надя, β = r,

T (Km) =

{
t : t(x) =

∑
j∈Km

cje
ijx

}
, а Km = {j1, ..., jm} — довiльний набiр

iз m рiзних цiлих чисел.
Нехай Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, — простiр вимiрних 2π–перiодичних функцiй f зi

стандартною нормою. Для функцiї f ∈ L1 розглянемо її ряд Фур’є∑
k∈Z

f̂(k)eikx,

де f̂(k) = 1
2π

π∫
−π

f(x)e−ikxdx — коефiцiєнти Фур’є функцiї f. Скрiзь нижче

будемо вважати, що для f ∈ L1 виконується умова
π∫
−π

f(x)dx = 0.

Далi, нехай ψ(τ) 6= 0, τ ∈ N, — довiльна функцiя натурального аргу-
менту, β — довiльне фiксоване дiйсне число. Якщо ряд

∑
k∈Z\{0}

f̂(k)

ψ(|k|)
ei(kx+β π2 signk)

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї, то її, наслiдуючи О.I. Степанця [3,
с. 25], назвемо (ψ, β)–похiдною функцiї f i позначимо fψβ . Зауважимо, що
якщо ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, k ∈ Z\{0}, то (ψ, β)–похiдна функцiї f спiвпадає
з її (r, β)–похiдною (позначення frβ) в сенсi Вейля–Надя.

Для ψ — додатних i незростаючих та β ∈ R покладемо

Tm(ψ, β, q, p) = inf
Km

sup
t∈T (Km)

‖tψβ ‖q
‖t‖p

, 1 ≤ p, q ≤ ∞.

Позначимо через Ψ множину додатних i незростаючих послiдовностей
ψ(τ), τ ∈ N, таких, що ψ(τ)

ψ(2τ) ≤ C, де C > 0 деяка абсолютна стала.
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Теорема 1. Нехай 1 < q ≤ p <∞, ψ(τ), τ ∈ N, — додатня i незростаюча
послiдовнiсть, β ∈ R. Тодi справедлива оцiнка

Tm(ψ, β, q, p)� ψ−1(m).

Якщо ж ψ(τ) ∈ Ψ, τ ∈ N, то

Tm(ψ, β, q, p) � ψ−1(m).

Теорема 2. Нехай 2 ≤ p ≤ q <∞, ψ(τ), τ ∈ N, — додатня i незростаюча
послiдовнiсть, β ∈ R. Тодi справедлива оцiнка

Tm(ψ, β, q, p)� ψ−1(m)m1/p−1/q.

Якщо ж ψ(τ) ∈ Ψ, τ ∈ N, i, крiм того, iснує таке ε > 0, що послiдов-
нiсть ψ(τ)τ1/q+ε не зростає, то

Tm(ψ, β, q, p) � ψ−1(m)m1/p−1/q.
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Найкраще середньоквадратичне наближення класiв
перiодичних функцiй високої гладкостi

Войтович В. А.
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У доповiдi мова буде йти про класи 2π–перiодичних неперервних фун-
кцiй Cψ

β,s
, що задаються наступним чином:

Cq
β,s

=

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫
−π

ϕ(x+ t)Ψ(t)dt, a0 ∈ R, ‖ϕ‖s ≤ 1, ϕ ⊥ 1

 ,
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де Ψ(t) =
∞∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt+ βkπ

2

)
, а ψ(k), βk ∈ R.

Позначимо через D0 множину послiдовностей ψ(k) > 0, k ∈ N, для яких
виконується умова lim

k→∞
ψ(k+1)
ψ(k) = 0.

Нехай f — неперервна 2π–перiодична функцiя. Розглянемо рiвномiрне
розбиття вiдрiзка [−π, π] системою точок xi = 2πi

N , де i = 0, 1, . . . , N − 1, де
N — довiльне натуральне число.

Через TNn−1(f ;x) позничимо тригонометричний полiном порядку не ви-
ще n− 1 який, серед усiх тригонометричних полiномiв Tn−1(x) порядку не

вище n− 1, мiнiмiзує суму
N∑
i=1

|f(x)− Tn−1(x)|2 , при N ≥ 2n− 1.

Розгрядається задача про вiдшукання асимптотичних рiвностей для ве-
личин

E(Cψ
β,s

;TNn−1;x) = sup
f∈Cψ

β,s

|f(x)− TNn−1(f ;x)|,

коли ψ ∈ D0, β ∈ R.

Теорема 1. Нехай ψ ∈ D0, βk ∈ R, k ∈ N, n,N ∈ N, N > 2n−1, 1 ≤ s ≤ ∞.
Тодi для довiльного x ∈ R при n→∞ виконуються рiвностi

E(Cψ
β,s

;TNn−1;x) =
‖ cos t‖s′

π
ψ(n) +O(1)

∞∑
k=n+1

ψ(k),

де O(1) — величина рiвномiрно обмежена вiдносно всiх розглядуваних па-
раметрiв.

Про гладкi вiдображення постiйної кратностi

Виговська I. Ю.
Iнститут математики НАН України

vkirinata@gmail.com

Дакхiл Х. К.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

moon5385@gmail.com

Основне питання, що дослiджується в доповiдi, це побудова неперерв-
ного гладкого вiдображення постiйної непарної кратностi вiдкритої кулi
Евклiдового простору в себе, яке продовжується до гомеоморфiзму на ме-
жi.
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Мета доповiдi дати часткову вiдповiдь на наступне запитання [1,2]. Iсну-
вання негладкого вiдображення встановлено в роботах [3, 4].

Питання. Чи iснує для кожного власного вiдображення f : D → D1

(D, D1 — областi на n-вимiрних многовидах) гомотопне до f власне вiд-
ображення g таке, що кожна точка образу g(D) має не бiльше нiж |degf |+2
прообразiв (де degf — степiнь вiдображення f)?

Теорема 1. Iснує гладке неперервне вiдображення n-вимiрної кулi
Bn = {x ∈ Rn

∣∣∣ |x| 6 r} в себе, яке є гомеоморфiзмом на межi кулi, а
кожна внутрiшня точка кулi має в точностi k прообрази, де k є непар-
ним числом.

Висновок. Нехай множина X має форму декартового добутку X =
Y ×Bn, тодi на X можна задати гладке неперервне вiдображення в X, яке
буде гомеоморфiзмом на Y × ∂Bn, а кожна точка з Y × intBn має рiвно k
прообразiв, де k є непарним числом.

Теорема 2. Для будь якого k > 3 iснує гладке неперервне вiдображення
n-вимiрної кулi Bn = {x ∈ Rn | 0 6 x1 6 k − 2, 0 6 xi 6 1, i = 2, . . . , n}
на цилiндр S1 × [0, 1]× . . .× [0, 1]︸ ︷︷ ︸

(n−1)−раз

, для якого кожна точка образу має в

точностi k прообразiв.
Рiзнi оцiнки кратностi вiдображень областей на многовидах отримано

в роботах [5-8].
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Some inequalities for the inner radii of partially
overlapping domains

Vyhivska L. V.
Institute of Mathematics of NAS of Ukraine

liudmylavygivska@ukr.net

Let N, R be the sets of natural and real numbers, respectively, C be the
complex plane, C = C

⋃
{∞} be its one-point compactification, and R+ =

(0,∞). Let r(D, a) be the inner radius of the domain D ⊂ C with respect to
the point a ∈ D. (see, for example, [2, 4, 5]). The inner radius is a generalization
of the conformal radius for multiply connected domains. The inner radius of
the domain D is associated with the generalized Green function gD(z, a) of the
domain D by the relations

gD(z, a) = ln
1

|z − a|
+ ln r(D, a) + o(1), z → a,

gD(z,∞) = ln |z|+ ln r(D,∞) + o(1), z →∞.

Denote by Pk := {w : arg ak < argw < arg ak+1}, an+1 := a1,

αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2. The system of do-

mains D0, {Dk}nk=1 satisfy the partially overlapping condition with respect to

the unit circle points |ak| = 1, if the open set K =
n⋃
k=1

D0 ∪Dk satisfies the

non-overlapping condition with respect to the systems of points. The open set
K, {0} ∪ {ak} ⊂ K, satisfies the non-overlapping condition with respect to the
unit circle points |ak| = 1, if the equality

Kk(0) ∩Kk(ai) ∩Kk(aj) = ∅

holds and for any fixed k = 1, n for all different points ai, aj which belong to
Pk(ak).

The following theorem strengthens the main result of the paper [6].

Theorem 1. Let n ∈ N, n > 4, γ ∈ (0, γn], γ4 = 4, 17, γ5 = 5, 71, γ6 =
7, 5, γ7 = 9, 53, γ8 = 11, 81, and γn = 0, 1215n2 for n > 9. Then for any
different points of the unit circle |ak| = 1 such that 0 < αk < 2/

√
γ, k =
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1, n, and for any system domains Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, n which satisfy
the partially overlapping condition with respect to points of a unit circle, the
following inequality holds

Jn(γ) ≤
(

4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

. (1)

The equality is attained if ak and Dk, k = 0, n, are, respectively, poles and
circular domains of the quadratic differential

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Corollary 1. [6] Let n ∈ N, n > 5, γ ∈ (0, γn], γn = n. Then for different
point of the unit circle |ak| = 1 such that 0 < αk < 2/

√
γ, k = 0, n, and for

any non-overlapping domains Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, a0 = 0 ∈ B0, the
inequality (1) holds. The equality is attained under the same condition, as in
the theorem 1.

Corollary 2. [3] Let n ∈ N, n > 4, γ ∈ (0, γn]. Then for different point of
the unit circle |ak| = 1 such that 0 < αk < 2/

√
γ, k = 0, n and for any non-

overlapping domains Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, a0 = 0 ∈ B0, the inequality
(1) holds. The equality is attained under the same condition, as in the theorem
1.

Corollary 3. [6] Let n ∈ N, n > 4, γ ∈ (0, γn], for n > 9 γn = 0, 12n2.
Then for different points of the unit circle |ak| = 1 such that 0 < αk < 2/

√
γ,

k = 0, n and for any non-overlapping domains Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,
a0 = 0 ∈ B0, the inequality (1) holds. The equality is attained under the same
condition, as in the theorem 1.
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Про спектри алгебр аналiтичних функцiй на
банаховому просторi, породжених злiченною

множиною полiномiв

Галущак С. I.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

sv.halushchak@ukr.net

Позначимо `∞ банахiв простiр усiх обмежених послiдовностей компле-
ксних чисел. Нехай X – деякий замкнений пiдпростiр простору `∞. Для
кожного натурального n визначимо n-однорiдний полiном Pn : X → C
рiвнiстю Pn(x) = xnn для x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ X. Позначимо через
HP(X) алгебру, яка породжена цими полiномами i замкнена в просторi
Hb(X) цiлих функцiй на X обмеженого типу (обмежених на обмежених
пiдмножинах банахового простору X).

У данiй роботi дослiджуються спектри алгебр HP(`∞),HP(c0) i HP(`1).

Проблема опису процесiв народження та поширення
кореляцiй в квантових системах

Герасименко В.I.
Iнститут математики НАН України, Київ

gerasym@imath.kiev.ua

У доповiдi розглядається проблема строгого опису еволюцiї станiв кван-
тових систем багатьох частинок за допомогою кореляцiйних операторiв.
Побудовано непертурбативний розв’язок задачi Кошi для iєрархiї нелiнiй-
них еволюцiйних рiвнянь для послiдовностi маргiнальних кореляцiйних
операторiв, якими описуються процеси народження та поширення коре-
ляцiй [1].

В границi самоузгодженого поля встановлено асимптотичну поведiнку
побудованих маргiнальних кореляцiйних операторiв, зокрема, яка опису-
ється за допомогою кiнетичного рiвняння з початковими кореляцiями –
квантового кiнетичного рiвняння Власова немарковського типу.
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Доведення отриманих результатiв ґрунтується на вiдповiдних грани-
чних формулах для кумулянтiв асимптотично збурених груп операторiв
та використаннi явного вигляду твiрних операторiв розкладу в ряд маргi-
нальних кореляцiйних операторiв [2].
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Про перетворення координат у кiнематичних мiнливих
множинах

Грушка Я.I.
Iнститут Математики НАН України, м. Київ

grushka@imath.kiev.ua

Теорiя кiнематичних мiнливих множин базується на теорiї мiнливих
множин. З iнтуїтивної точки зору мiнливi множини являють собою суку-
пностi об’єктiв, якi, на вiдмiну вiд елементiв звичайних (статичних) мно-
жин, можуть перебувати в процесi постiйних трансформацiй (тобто ево-
люцiї), зокрема змiнювати свої властивостi в часi, розпадатись на частини,
чи навпаки — об’єднуватись в одне цiле. Крiм того, характер еволюцiї мiн-
ливої множини та її компонентiв може змiнюватись залежно вiд способу
спостереження, тобто, фактично, вiд системи вiдлiку.

Кiнематичнi мiнливi (скорочено — кiнематичнi множини) множини яв-
ляють собою математичнi структури, в яких мiнливi множини оснащенi рi-
зноманiтними геометричними та топологiчними об’єктами, а саме, метри-
чними, топологiчними, лiнiйними, банаховими, гiльбертовими та iншими
просторами. Дослiдження кiнематичних множин може мати застосування
в астрофiзицi, оскiльки iснує припущення, що у великих масштабах Все-
свiту закони фiзики можуть бути вiдмiнними вiд класичних, тобто тих,
якi дiють в околi нашої сонячної системи. Математичну теорiю мiнливих
та кiнематичних множин найбiльш повно викладено в роботах [1, 2, 3]. В
доповiдi буде сформульовано математично строге означення реального i
унiверсального перетворення координат мiж системами вiдлiку кiнемати-
чних множин i наведено приклади кiнематичних множин, якi допускають
i якi не допускають унiверсальне перетворення координат.
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Математична модель та аналiз геодезичного
дослiдження стовбура свердловини при видобутку

сланцевого газу

Григорчук Г.В.
Iвано-Франкiвський нацiональний технiчний унiверситет нафти i газу
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Петраш А.I.
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На сучасному етапi проведення вимiрiв свердловин вимагає пiдвищеної
точностi визначення глибини свердловин. Особливої актуальностi дане до-
слiдження набуває при вирiшеннi спецiальних задач шляхом бурiння (на-
приклад лiквiдацiя фонтануючої свердловини, коли забiй на великiй глиби-
нi повинен попасти у круг допуску 3,5 м). На основi автоматизацiї процесiв
бурiння та дослiдження стовбура свердловин можливо використання най-
бiльш досконалих математичних моделей i методiв рiшення поставлених
завдань.

Для кожного iнтервалу iнклiнометричного вимiру зенiтнi кути й азиму-
ти обчислюють як середнi зi значень, отриманих у сусiднiх точках зйомки,
що не завжди вiдбиває правдиве положення. Всi розрахунки робляться за
даними iнклiнометрiї (зенiтний кут, азимутний кут i вiддаль). При iсную-
чiй методицi основнi розрахунки осi прокладки свердловин виконуються за
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методом, у якому для кожного iнтервалу iнклiнометричнiй зйомки зенiтнi
кути θ й азимутнi кути α обчислюються як середнi зi значень, отриманих
у сусiднiх точках зйомки:

xn = x0 +

n∑
i=1

li · sin
[
0, 5

(
ψi + ψi+1

)]
cos
[
0, 5

(
ϕi + ϕi+1

)]

yn = y0 +

n∑
i=1

li · sin
[
0, 5

(
ψi + ψi+1

)]
sin
[
0, 5

(
ϕi + ϕi+1

)]
zn = z0 −

n∑
i=1

li · cos
[
0, 5

(
ψi + ψi+1

)]
,

де xn, yn, zn - координати точки свердловини; x0, y0, z0 - координати гир-
ла свердловини; li -iнтервал iнклiнометрiї; ψi, ϕi -зенiтнi кути та азимути
осi свердловини в точках спостереження. Оскiльки азимутнi i зенiтнi кути
вимiрюються в довiльно заданих точках осi свердловини можна скориста-
тися так названою iнтерполяцiйною формулою. Однак у цьому випадку
при обчисленнi координат можлива поява великих помилок, оскiльки не
представляється можливим оцiнити розмiр залишкового члена полiному
Лагранжа. Розглянемо поняття кубiчного сплайну для розв’язання задач.

Визначимо основнi поняття сплайну. Iнтерполяцiйним кубiчним сплай-
ном називається функцiя S(x), що володiє наступними властивостями :

1) графiк цiєї функцiї проходить через кожну точку заданого масиву,

2) S (x) = yi, i = 0, 1, . . . ,m

3) на кожному з вiдрiзкiв [xi;xi+1], i = 0, 1, . . . ,m− 1 функцiя є багато-
членом третього ступеня,

4) на усьому вiдрiзку завдання [x0, xm] функцiя S(x), має неперервну
другу похiдну.
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Система позначень для
виведення рiвняння форми
стовбура свердловини за
даними iнклiнометрiї.

З математичної точки зору доведено, що во-
на є єдиною функцiєю, що володiє властивiстю
мiнiмальної кривизни, серед усiх функцiй, що
iнтерполюють данi точки i мають другу по-
хiдну, що квадратично iнтегрується. У цьому
змiстi кубiчний сплайн є найгладкiшою з фун-
кцiй, що iнтерполюють заданi точки [4]. Роз-
глянемо опис стовбура свердловини як непе-
рервну криву. Виберемо прямокутну систему
координат XYZ, де вiсь OX спрямована на пiв-
нiч, OY - на схiд,а ОZ - в нижнiй пiвпростiр до
центра Землi.

З геометричних представлень сферичної си-
стеми координат:

∆x = ∆l · sinϕ · cosψ, ∆y = ∆l · sinϕ · sinψ, ∆z = ∆l · cosϕ,

де ∆l–довжина ланки, ϕ- зенiтний кут, ψ- азимут. Таким чином одиничнi
вектори моделi свердловини будуть описуватися наступними формулами:

cosα = sinϕ · cosψ, cosβ = sinϕ · sinψ, cos γ = cosϕ.

Використовуючи граничний перехiд при ∆l→ 0, одержимо систему дифе-
ренцiйних рiвнянь, яка описує просторову поведiнку стовбура свердловини:

dx

dl
= sinϕ · cosψ,

dy

dl
= sinϕ · sinψ, dz

dl
= cosϕ

Тепер сформулюємо постановку задачi: знайти таке представлення па-
раметрично заданих неперервних функцiй F (l), V (l), W (l), якi описують
поведiнку стовбура свердловини у просторi. Данi i функцiї повиннi задо-
вольняти таким умовам:

x (t) = F (l) , y (t) = V (l) , z (t) = W (l) ,

x (0) = x0 , y (0) = y0 , z (0) = z0. .

Для всiх спостережень ϕi та ψi, де x0, y0, z0 – координати гир-
ла свердловини;P xi , P

y
i , P

z
i - значення похiдних у точках спостереження

i = 1, 2, . . . , n -кiлькiсть точок спостереження, l -параметр довжини стов-
бура свердловини. Для практичної реалiзацiї пошуку похiдних P xi , P

y
i , P

z
i

задамося параметричним тривимiрним сплайном, що проходить через то-
чки Mi, i = 1, 2, . . . n

r (t) =

 Sx (t)
Sy (t)
Sz (t)

 = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 =
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=
[
1 t t2 t3

] 
a0

a1

a2

a3

 = TT (t)A, 0 ≤ t ≤ 1

де ak =

 ax,i
ay,i
az,i

 –вектори шуканих коефiцiєнтiв сплайна, кiлькiсть таких

рiвнянь буде втричi бiльшою 3× 4n.
Отже маючи майже iдеальнi обчисленi значення глибини кожної кон-

кретної дiлянки свердловини, можемо перерахувати координати ствола
свердловини за вiдомими математичними методами обробки даних iнклi-
нометрiї.
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Бiгармонiчнi iнтеграли в крайових задачах типу задачi
Шварца для моногенних функцiй у напiвплощинi та

крузi

Грищук С.B.
Iнститут математики НАН України, м. Київ

serhii.gryshchuk@gmail.com, gryshchuk@imath.kiev.ua

Плакса С.A.
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Розглянемо комутативну алгебру B над полем комплексних чисел, що
мiстить базис {e1, e2}: (e2

1 + e2
2)2 = 0, e2

1 + e2
2 6= 0. Нехай D — область в

декартовiй площинi xOy, Dζ := {xe1 + ye2 : (x, y) ∈ D} ⊂ B. Кажемо, що
B-значна функцiя

Φ: Dζ −→ B,Φ(ζ) = U1(x, y) e1 + U2(x, y) ie1 + U3(x, y) e2 + U4(x, y) ie2,

ζ = xe1 + ye2 ∈ Dζ , Uk : D −→ R, k = 1, 4, є моногенною в Dζ , тодi i тiльки
тодi, коли Φ має класичну похiдну в кожнiй точцi Dζ . Кожна Uk, k = 1, 4,
є бiгармонiчною функцiєю в D.

Розглянемо крайову задачу типу задачi Шварца для моногенних фун-
кцiй Φ: Dζ −→ B в областi Dζ , яка полягає у знаходженнi моногенної в Dζ

функцiї за заданими граничними значеннями компонент Uj , j = {k,m},
1 ≤ k < m ≤ 4, тбт. ставляться наступнi крайовi умови:

Uk(x, y) = uk(ζ) , Um(x, y) = um(ζ) ∀ ζ ∈ ∂Dζ , (1)

де uk та um — фiксованi дiйснозначнi функцiї границi ∂Dζ областi Dζ .
Дану задачу, як i в [1], назвемо (k-m)-задачею для моногенних функцiй в
областi Dζ .

Розв’язок (1-3)- та (1-4)-задач для моногенних функцiй у диску та на-
пiвплощинi, вiдповiдно, знайдено у виглядi гiперкомплексних бiгармонiч-
них iнтегралiв типу класичного iнтеграла Шварца (див. [2, 3]):

SΠ+ [u](ζ) :=
1

πi

+∞∫
−∞

u(t)(1 + tζ)

(t2 + 1)
(t− ζ)−1 dt ∀ ζ ∈ Π+ (2)
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для напiвплощини Π+ := {xe1 + ye2 ∈ µ : y > 0},

SDζ [u](ζ) :=
1

2πi

∫
∂Dζ

u(τ)(τ + ζ)(τ − ζ)−1 τ−1 dτ ∀ ζ ∈ Dζ (3)

для круга Dζ = {ζ ∈ µ : ‖ζ‖ ≤ 1} (u — шукана дiйснозначна щiльнiсть з
вiдповiдного функцiонального класу).

Робота частково пiдтримана грантом Мiнiстерства освiти i науки Укра-
їни (проект № 0116U001528).
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Точки вузькостi i одностайно вузькi лiнiйнi та
ортогонально адитивнi оператори

Гуменчук А. I.
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Красiкова I. В.
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Попов М. М.
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У роботi [2] поняття вузького оператора розповсюджено на ортогональ-
но адитивнi оператори. Це надало можливiсть узагальнити деякi теореми
про вузькi лiнiйнi оператори на ортогонально адитивнi оператори. Крiм

70



того, в цiй же роботi уперше поняття вузькостi розглядалося у фiксова-
нiй точцi областi визначення. Нехай E – векторнi ґратка та X – лiнiйний
простiр. Ортогонально адитивний оператор T : E → X називається стро-
го вузьким в точцi e ∈ E, якщо iснує розклад e = e′ t e′′ такий, що
T (e′) = T (e′′). Оператор T : E → X називається строго вузьким, якщо вiн
є строго вузьким в кожнiй точцi e ∈ E. У випадку банахового простору
X оператор T називається вузьким в точцi e ∈ E, якщо для довiльного
ε > 0 iснує розклад e = e′ t e′′ такий, що ‖T (e′) − T (e′′)‖ < ε. Оператор
T : E → X називається вузьким, якщо вiн є вузьким в кожнiй точцi e ∈ E.

Один з найцiкавiших фактiв про вузькi оператори полягає в тому, що
для деяких пар просторiв (E,F ) сума S + T довiльних двох вузьких опе-
раторiв S, T : E → X є вузьким оператором, проте для iнших пар – нi.
Наприклад, сума двох вузьких операторiв на просторi L1[0, 1] є вузьким
оператором, але кожний оператор на просторi Lp[0, 1] при 1 < p < ∞ є
сумою двох вузьких операторiв (див. [3]). Iнша ситуацiя виникає для вузь-
костi у фiксованiй точцi.

Теорема 1. Нехай E – банахiв простiр Кете на просторi зi скiнченною
безатомною мiрою (Ω,Σ, µ). Тодi iснують лiнiйнi неперервнi оператори
T1, T2 ∈ L(E), кожний з яких є строго вузькими в точцi 1 = 1Ω, проте
сума T1 + T2 не є вузьким оператором в точцi 1.

Всi вiдомi доведення того, що сума двох вузьких операторiв з E в X є
вузьким оператором, зводяться до того, щоби довести сильнiше твердже-
ння: для довiльних e ∈ E та ε > 0 iснує розбиття e = e′ t e′′ (спiльне для S
та T ) таке, що ‖Se′ − Se′′‖ < ε/2 та ‖Te′ − Te′′‖ < ε/2.

Означення 2. Нехай E – векторна ґратка та X – F-простiр. Казати-
мемо, що ортогонально адитивнi оператори S, T : E → X є одностайно
вузькими, якщо для довiльних e ∈ E та ε > 0 iснує розбиття e = e′ t e′′
таке, що ‖Se′ − Se′′‖ < ε та ‖Te′ − Te′′‖ < ε.

Виникає природне питання: чи кожна пара вузьких лiнiйних (чи ортого-
нально адитивних) операторiв S, T : E → X з вузькою сумою є одностайно
вузькою? У окремих природних випадках отримуємо позитивну вiдповiдь.

Теорема 3. Нехай E – векторна ґратка та X – банахiв простiр, для яко-
го iснують пiдпростiр Y та розклад Y = X1⊕X2 на пiдпростори X1, X2,
iзоморфнi X. Нехай сума довiльних двох вузьких лiнiйних неперервних
операторiв з E в X є вузьким оператором. Тодi кожна пара S, T : E → X
вузьких лiнiйних неперервних операторiв є одностайно вузькою.

Наприклад, припущення теореми 3 виконуються для E = X = L1[0, 1].
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Теорема 4. Нехай E – векторна ґратка i X – банахова ґратка, для якої
iснують пiдпростiр Y та розклад Y = X1 ⊕ X2 на пiдпростори X1, X2,
iзоморфнi до X з регулярними iзоморфiзмами τi : X → Xi, i = 1, 2. Нехай
сума кожних двох вузьких регулярних лiнiйних операторiв з E в X є
вузьким оператором. Тодi кожна пара S, T : E → X вузьких регулярних
лiнiйних операторiв є одностайно вузькою.

Згiдно з [1, Theorem 11.8], припущення теореми 4 виконуються в бага-
тьох природних випадках.

Теорема 5. Нехай E – безатомна векторна ґратка з принциповою про-
ективною властивiстю i F – порядково неперервна банахова ґратка, для
якої iснують пiдпростiр Y та розклад Y = X1⊕X2 на пiдпростори X1, X2,
ґратково iзоморфнi X, причому вiдповiднi проектори з Y на Xi паралель-
но до X3−i порядково неперервнi. Тодi кожна пара S, T : E → X вузьких
латерально неперервних порядково обмежених ортогонально адитивних
операторiв є одностайно вузькою.
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Застосування гiллястих ланцюгових дробiв до
наближення гiпергеометричних функцiй багатьох

змiнних

Гоєнко Н. П.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм.Я.С.Пiдстригача НАН України
hoyenko@gmail.com

Гiпергеометричнi функцiї Лаурiчелли використовуються в астрофiзи-
цi [1]. Зокрема, представлення точних розв’язкiв рiвнянь для iзотропних
геодезiйних рухiв у метрицi Керра-де Сiттера виражається функцiєю

F
(3)
D

(
1, 1,−1

2
,

1

2
;

3

2
; z1, z2, z3

)
. (1)
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Побудовано розвинення функцiї (1) у гiллястий ланцюговий дрiб (ГЛД)
вигляду 1− 2z1 + z2 − z3 +

4
3z1(1− z1)

1− 2z1 + 1
3z2 − 1

3z3 + . . .

+
− 2

3z2(1− z2)

1− 4
3z1 − 1

3z2 − 1
3z3 + . . .

+
2
3z3(1− z3)

1− 4
3z1 + 1

3z2 − z3 + . . .


−1

. (2)

Для наближення функцiї (1) використано пiдхiднi дроби ГЛД (2).

Лiтература
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On the problem of extremal decomposition of the
complex plane

Denega I. V.
Institute of mathematics of NAS of Ukraine

iradenega@yandex.ru

Zabolotnij Ja. V.
Institute of mathematics of NAS of Ukraine

yaroslavzabolotnii@mail.ru

The report is devoted to one classic problem of geometric function theory on
extremal decomposition of the complex plane (see, for example, [1–5]). We con-
sider a problem of maximization of product of inner radii of n non-overlapping
domains.

Let N and R be the sets of natural and real numbers, respectively, C be
the complex plane, and let C = C

⋃
{∞} be its one-point compactification,

R+ = (0,∞). Let r(B, a) be the inner radius of the domain B ⊂ C with
respect to a point a ∈ B. Inner radius is a generalization of conformal radius for
multiply connected domains. Note that to describe the extremal configurations
of domains we use notion of quadratic differential (see, for example, [1, P.324–
326], [2, P. 63–70]).
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Consider an extremal problem which was formulated in [1, P. 330] in the
list of unsolved problems.

Problem. Consider the product

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ,

where B0, B1,..., Bn (n ≥ 2) are pairwise disjoint domains in C, a0 = 0,
|ak| = 1, k = 1, n and 0 < γ ≤ n. Show that it attains its maximum at a
configuration of domains Bk and points ak possessing rotational n-symmetry.

For γ = 1 the proof is due to V. Dybinin and for 0 < γ < 1 to G. Kuz’mina.
L. Kovalev solved this problem under the additional assumption that the angles
between neighbouring line segments [0, ak] do not exceed 2π√

γ .

Let n ∈ N. A set of points An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
is called n-radial

system if |ak| ∈ R+, k = 1, n, and 0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.
Let χ(t) = 1

2 (t + t−1), αk := 1
π arg ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n. For an

arbitrary n-radial points system An = {ak}, k = 1, n, and γ ∈ R+ ∪ {0} we
assume

µ(γ)(An) :=

n∏
k=1

[
χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)]1− 1
2γα

2
k n∏
k=1

|ak|1+ 1
4γ(αk+αk−1).

It is clear that the class of n-radial points systems for which µ(γ)(An) = 1
automatically includes all systems of n distinct points that are located on the
unit circle.

The following statements hold

Theorem 1. [4] Let n ∈ N, n > 12, γ ∈ (0, γn], γn = n0,45. Then for any
n-radial system of points An = {ak}nk=1 such that µ(γ) (An) 6 1, µ(0)(An) 6 1,
and any system of non-overlapping domains Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, a0 = 0 ∈ B0

(k = 1, n), we have inequality

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6

(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

,

where equality is attained if ak and Bk, k = 0, n, are, respectively, poles and
circular domains of the quadratic differential

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Theorem 2. [5] Let n ∈ N, n > 541, γ ∈ (0, γn], γn =
√
n. Then for any dif-

ferent points on the circle |ak| = 1, k = 1, n, and any system of non-overlapping
domains Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, a0 = 0 ∈ B0 (k = 1, n), the following inequality
holds

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 rγ (Λ0, 0)

n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

where Λk, λk, k = 0, n, λ0 = 0, are, respectively, circular domains and poles of
the quadratic differential

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Iнтегральнi системи, пов’язанi з узагальненою струною
Стiлт’єса

Деркач В. О.
НПУ iменi М.П.Драгоманова

derkach.v@gmail.com

Ковальов I.М.
НПУ iменi М.П.Драгоманова

i.m.kovalyov@gmail.com

Розглядаються системи рiзницевих рiвнянь, що полiномiально зале-
жать вiд спектрального параметра i у випадку лiнiйної залежностi вiд
спектрального параметра спiвпадають з системою рiвнянь поперечних ко-
ливань струни Стiлт’єса, яка мiстить злiчену кiлькiсть точкових мас на не-
вагомiй нитцi. Знайдено вигляд iнтегральної системи, що є еквiвалентною
цiй рiзницевiй системi. Показано, що матриця монодромiї цiєї iнтеграль-
ної системи спiвпадає з резольвентною матрицею для деякої iндефiнiтної
проблеми моментiв Стiлт’єса.

Про вiдповiднiсть регулярного багатовимiрного
С -дробу з нерiвнозначними змiнними

Дмитришин Р. I.
ДВНЗ "Прикарпатський нацiональний
унiверситет iменi Василя Стефаника"

dmytryshynr@hotmail.com

Дослiджується вiдповiднiсть мiж формальним кратним степеневим ря-
дом ∑

|m(N)|≥0

cm(N)z
m(N), (1)

де m(N) = m1,m2, . . . ,mN – мультиiндекс, mi ∈ Z+, 1 ≤ i ≤ N, |m(N)| =
m1 + m2 + · · · + mN , 0(N) = 0, 0, . . . , 0, c0(N) = 1, cm(N) ∈ C, zm(N) =
zm1

1 zm2
2 · . . . · zmNN , z = (z1, z2, . . . , zN ) ∈ CN , i регулярним багатовимiрниим

C-дробом з нерiвнозначними змiнними

1 +

N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

i1∑
i2=1

ai(2)zi2
1 +

. . . , (2)

76



де i(k) = i1, i2, . . . , ik – мультиiндекс, ai(k) ∈ C, ai(k) 6= 0, k ≥ 1, 1 ≤ in ≤
in−1, 1 ≤ n ≤ k, i0 = N, z ∈ CN .

Справджується теорема:
Теорема. Для регулярного багатовимiрного C-дробу з нерiвнозначними
змiнними (2) iснує єдиний формальний кратний степеневий ряд вигляду
(1), до якого цей дрiб буде вiдповiдним. Порядок вiдповiдностi n-го пiдхi-
дного дробу

gn(z) = 1 +

N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

i1∑
i2=1

ai(2)zi2
1 +

. . .
+

in−1∑
in=1

ai(n)zin
1

дорiвнює νn = n + 1, i, отже, розвинення gn(z) у ряд Тейлора у точцi
z = (0, 0, . . . , 0) має такий вигляд

n∑
|m(N)|=0

cm(N)z
m(N) +

∑
|j(N)|≥n+1

γ
(n)
j(N)z

j(N), n ≥ 1,

де γ(n)
j(N) ∈ C, |j(N)| ≥ n+ 1, n ≥ 1, z ∈ CN .

Узагальненi спектральнi апроксимацiї для регулярних
елiптичних операторiв

Дмитришин М. I.
ДВНЗ "Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя

Стефаника"
m−dmytryshyn@hotmail.com

Нехай Ω ⊂ Rn – вiдкрита обмежена область з нескiнченно гладкою
межею ∂Ω i набiр операторiв

(Au)(ξ) =
∑
|α|≤2m

aα(ξ)Dαu(ξ) , aα(ξ) ∈ C∞(Ω),

(Bju)(ξ) =
∑
|α|≤mj

bj,α(ξ)Dαu(ξ) , bj,α(ξ) ∈ C∞(∂Ω), j = 1, . . . ,m

є регулярно елiптичний ([1, означення 5.2.1/4]).
Розглянемо замкнений оператор A в просторi Lq(Ω) (1 < q <∞) з обла-

стю визначення W 2m
q,{Bj}(Ω) =

{
u ∈ W 2m

q (Ω): Bju |∂Ω= 0, j = 1, . . . ,m
}
, де

W 2m
q (Ω) – простiр Соболєва. Якщо резольвнентна множина ρ(A) оператора

A непорожня, то A має точковий спектр σ(A) [1, § 5.4.4].
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Нехай Rλj (A) – кореневий пiдпростiр оператора A, що вiдповiдає вла-
сному значенню λj ∈ σ(A). Позначимо через Rν(A) комплексну лiнiй-
ну оболонку в Lq(Ω) кореневих пiдпросторiв Rλj (A) таких, що |λj | < ν,
λj ∈ σ(A). На об’єднаннi R(A) =

⋃
ν>0Rν(A) задамо квазiнорму |u|R(A) =

‖u‖Lq(Ω) + inf{ν > 0: u ∈ Rν(A)}.
Для 0 < s < ∞, 1 < q < ∞ i 1 ≤ τ ≤ ∞ визначимо про-

стiр Bsq,τ,{Bj}(Ω) :=
{
u ∈ Bsq,τ (Ω): BjA

ku |∂Ω= 0, j = 1, . . . ,m, k ∈ Z+

}
,

де Bsq,τ (Ω) – простiр Бєсова.

Теорема 1. Iснують постiйнi c1 i c2 такi, що виконуються нерiвностi

‖u‖Bsq,τ (Ω) ≤ c1 |u|sR(A) ‖u‖Lq(Ω), u ∈ R(A),

E(t, u) ≤ c2 t−s ‖u‖Bsq,τ (Ω), u ∈ Bsq,τ,{Bj}(Ω),

де E(t, u) = inf
{
‖u− u0‖Lq(Ω) : u0 ∈ R(A), |u0|R(A) ≤ t

}
, u ∈ Lq(Ω), t > 0.
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Оцiнки iнтегралiв Лапласа-Стiльтьєса

Добушовський М. С.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi I. Франка
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Шеремета М. М.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi I. Франка

Нехай V - клас невiд’ємних неспадних необмежених неперервних справа
на [0,+∞) функцiй F . Будемо говорити, що F ∈ V (l), якщо F ∈ V i F (x)−
F (x − 0) ≤ l < +∞ для всiх x ≥ 0. Для невiд’ємної на [0,+∞) функцiї f

iнтеграл I(σ) =
∞∫
0

f(x)exσdF (x), σ ∈ R, називається iнтегралом Лапласа-

Стiлтьєса.
Нехай A ∈ (−∞,+∞] - абсциса збiжностi iнтегралу I(σ), I ∈ LSA(F )

- клас iнтегралiв I(σ) з абсцисою збiжностi A i заданою функцiєю F . Че-
рез Ω(A) позначимо клас додатних необмежених на (−∞, A) функцiй Φ
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таких, що похiдна Φ′ є додатною неперервно диференцiйовною i зростаю-
чою до +∞ на (−∞, A). Для Φ ∈ Ω(A) нехай ϕ - функцiя, обернена до
Φ′, а Ψ(x) = x − Φ(x)/Φ′(x) - функцiя, асоцiйована з Φ за Ньютоном. Не-
хай γ : [0, +∞) → [0, +∞) - така неперервна функцiя, що γ(x) ↑ +∞ при
x→ +∞, а для q ∈ (0, 1) i x ≥ 0 нехай ∆γ(x; q) = 1

x (γ−1(x)−γ−1(x−e−qx)).
Оцiнки зверху i знизу для iнтегралiв з класу I ∈ LS+∞(F ) мiстяться у та-
ких теоремах.

Теорема 1. Нехай A = +∞ або A = 0, I ∈ LSA(F ), Φ ∈ Ω(A) i Φ′(σ) =
O(Φ′(Ψ(σ)) при σ ↑ A. Припустимо, що γ(x)/x не зростає на [x0,+∞) i
γ(x) = O(Φ(Ψ(ϕ(x))) при x → +∞. Якщо ln f(x) ≤ −xΨ(ϕ(x)) для x ≥ x0

i ln F (x) = o(γ(x)) при x→ +∞, то lim
σ↑A

(ln I(σ)− Φ(σ))/γ(Φ′(σ)) ≤ 0.

Теорема 2. Нехай F ∈ V (l), Φ ∈ Ω(+∞), I ∈
LS+∞(F ) i ln f(x) ≥ −xΨ(ϕ(x)) для x ≥ x0. Припусти-
мо, що функцiя γ така, що ∆γ(x; q)ϕ(γ−1(x)) → 0 при
x → +∞ для деякого q ∈ (0, 1). Тодi, якщо lim

x→+∞
(ln F (x))/γ(x) > 1, то

lim
σ→+∞

(ln I(σ)− Φ(σ))/γ(Φ′(σ)) ≥ 1− q > 0.

Подiбне до теореми 2 твердження є правильним i для iнтегралiв I ∈
LS0(F ).

З доведеннями наведених результатiв можна ознайомитись в Укр. мат.
журн. за 2016 рiк, Т. 68, N 11.

О внутренних радиусах симметричных неналегающих
областей

Дворак I.Я.
Iнститут математики НАН України

dvorakinna@gmail.com

1. Обозначения и определения. Пусть N, R — множество натураль-
ных и вещественных чисел, соответственно, C — комплексная плоскость,
C = C

⋃
{∞} — расширенная комплексная плоскость или сфера Римана,

R+ = (0,∞). Пусть r(B, a) — внутренний радиус области B ⊂ C, относи-
тельно точки a ∈ B [1, 2, 3, 4, 5]. Внутренний радиус области B связан с
обобщенной функцией Грина gB(z, a) области B [5, ?] соотношением

gB(z, a) = − ln |z − a|+ ln r(B, a) + o(1), z → a,

gB(z,∞) = ln |z|+ ln r(B, a) + o(1), z →∞.
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Систему точок An := { ak ∈ C, k = 1, n}, n ∈ N, n > 2 назовем n-
лучевой, если |ak| ∈ R+ при k = 1, n}, 0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an <
2π.

Введем обозначения Pk = Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1},
an+1 := a1, αk :=

1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2.

Системой непересекающихся областей называется конечный набор
произвольных областей {Bk}nk=1, n ∈ N, n > 2 таких, что Bk ⊂ C,
Bk ∩Bm = ∅, k 6= m, k,m = 1, n.

Данная работа базируется на применении кусочно-разделяющего пре-
образования, развитого в [2, с. 48 – 50], [4, с. 120]. Пусть ζ = πk(w)
обозначает ту однозначную ветвь многозначной аналитической функции
−i
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n, которая осуществляет однолистное и конформное

отображение Pk на правую полуплоскость Re ζ > 0.
2. Постановка задачи. В данной работе рассматривается задача об

экстремизации функционала

In(γ) = [r (B0, 0)]
γ

n∏
k=1

r (Bk, ak) , (1)

при γ > 0, n > 2, на множестве всех систем взаимно непересекающихся
областей {Bk}n+1

k=0 , таких, что ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, 0 ∈ B0 ∈ U [1, 6, 7].
Отметим, что если области Bk, k = 1, n, симметричны относительно

окружности |ak| = 1 и область B0 ⊂ U , то с помощью не сложных преобра-
зований задачу об экстремизации функционала (1) [3, с.59] можно привести
к изучению следующего функционала

Jn

(γ
2

)
= rγ/2 (B0, 0) rγ/2 (B∞,∞)

n∏
k=1

r (Bk, ak) . (2)

В данной работе получены оценки функционала Jn(γ) на более широком
интервале значений параметра γ, по сравнению с работами [2, 3, 4, 5, 7, 8, 9].

3. Результаты и доказательства

Теорема 1. Пусть n ∈ N, 0 < δ 6 δn, δ2 = 0, 73, δ3 = 1, 41, δ4 = 2, 29, δ5 =
3, 36, δ6 = 4, 62, и δn = 0, 08n2, n > 7. Тогда для любой n-лучевой системы
точек An = {ak}nk=1, |ak| = 1, и любого набора взаимно непересекающихся
областей {Bk}nk=1, 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,
причем области Bk обладают симметрией относительно окружности
|ak| = 1 при всех k = 1, n, справедливо неравенство

rδ (B0, 0) rδ (B∞,∞)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 rδ (Λ0, 0) rδ (Λ∞,∞)

n∏
k=1

r (Λk, λk) ,
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где области Λ0, Λ∞, Λk, и точки 0,∞, λk, k = 1, n, есть круговые области
и, соответственно, полюсы квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −γw
2n + (2n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Теорема 2. Пусть n ∈ N, 0 < δ 6 δn, δ2 = 0, 73, δ3 = 1, 41, δ4 = 2, 29,
δ5 = 3, 36, δ6 = 4, 62, и δn = 0, 08n2, n > 7. Тогда для любой n-лучевой
системы точек An = {ak}nk=1, |ak| = 1, и любого набора взаимно непере-
секающихся областей Bk, 0 ∈ B0 ⊂ U , ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C\U ,
k = 1, n, причем области {Bk}nk=1 обладают симметрией относительно
окружности |ak| = 1 при всех k = 1, n, справедливо неравенство

rδ (B0, 0) rδ (B∞,∞)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 rδ (Λ0, 0) rδ (Λ∞,∞)

n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

где области Λ0, Λ∞, Λk, и точки 0,∞, λk, k = 1, n, есть круговые области
и, соответственно, полюсы квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −γw
2n + (2n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Далее, согласно пункту 2, получаем утверждение:

Теорема 3. Пусть n ∈ N,n > 2 0 < γ 6 γn, γ2 = 1, 46, γ3 = 2, 82,
γ4 = 4, 58, γ5 = 6, 72, γ6 = 9, 24 и γn = 0, 16n2, n > 7. Тогда для любых ра-
зличных точек единичной окружности |ak| = 1, и любого набора взаимно
непересекающихся областей {Bk}nk=1, 0 ∈ B0 ⊂ U , ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,
причем области Bk обладают симметрией относительно окружности
|ak| = 1 при всех k = 1, n, справедливо неравенство

[r (B0, 0)]
γ

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0)]
γ

n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

где области Λ0, Λk, и точки 0, λk, k = 1, n, есть круговые области и,
соответственно, полюсы квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −γw
2n + (2n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Так званий гауссiвський аналiз бiлого шуму, тобто пов’язаний з гауссiв-
ськими випадковими процесами аналiз на просторах основних, квадрати-
чно iнтегровних за гауссiвською мiрою i узагальнених функцiй нескiнченої
кiлькостi змiнних (див., наприклад, [1]), має численнi застосування у су-
часнiй математицi. Однак у багатьох задачах стохастичного аналiзу, мате-
матичної фiзики та функцiонального аналiзу природним чином виникають
не лише гауссiвськi випадковi процеси, тому iснує необхiднiсть у побудо-
вi аналогiв аналiзу бiлого шуму для негауссiвських процесiв i вiдповiдних
ймовiрнiсних мiр.

Одними iз тих, що найбiльш широко застосовуються зараз, є так званi
процеси Левi (випадковi процеси зi стацiонарними незалежними прироста-
ми, див. детальнiше, наприклад, [2]). Головною проблемою при побудовi
аналiзу бiлого шуму Левi є вiдсутнiсть у процесiв Левi (крiм вiнерiвського
та пуассонiвського) так званої властивостi хаотичного розкладу (тобто
можливостi представити довiльну квадратично iнтегровну випадкову ве-
личину у виглядi ряду з повторних стохастичних iнтегралiв за процесом
Левi вiд невипадкових функцiй), яка грає ключову роль при побудовi га-
уссiвського аналiзу бiлого шуму.

Iснують рiзнi пiдходи до побудови аналiзу бiлого шуму Левi, якi ґрун-
туються на рiзних аналогах властивостi хаотичного розкладу. Один з пiд-
ходiв, запропонований Є. В. Литвиновим [3], ґрунтується на розкладi ква-
дратично iнтегровних за мiрою бiлого шуму Левi функцiй (випадкових ве-
личин) у ряди зi спецiальним чином побудованих ортогональних функцiй,
подiбно до розкладу за полiномами Ермiта у гауссiвському аналiзi. Цей пiд-
хiд на сьогоднi є одним з найбiльш цiкавих та перспективних з точки зору
застосувань. Отже, розбудова аналiзу бiлого шуму Левi з використанням
щойно згаданого пiдходу є важливою та актуальною задачею.
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Оператори стохастичного диференцiювання (наприклад, [4]), якi тiсно
пов’язанi з розширеним стохастичним iнтегралом Скорохода та зi стоха-
стичною похiдною Хiди, вiдiграють важливу роль у класичному (гауссiв-
ському) аналiзi бiлого шуму. Зокрема, цi оператори можна використову-
вати для вивчення властивостей розширеного стохастичного iнтеграла та
розв’язкiв стохастичних рiвнянь з нелiнiйностями вiкiвського типу.

Продовжуючи дослiдження [5], ми вивчаємо обмеженi та необмеженi
оператори стохастичного диференцiювання в аналiзi бiлого шуму Левi. То-
чнiше, розглядаємо цi оператори на просторах параметризованого регуляр-
ного оснащення простору квадратично iнтегровних за мiрою бiлого шуму
Левi функцiй, використовуючи литвинiвське узагальнення властивостi ха-
отичного розкладу. Це дає можливiсть розширити на аналiз бiлого шуму
Левi та поглибити вiдповiднi результати класичного аналiзу бiлого шуму.
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В роботi встановлена асимптотична формула для iнтеграла
I :=

∫ π
−π |

∑∞
k=0 cke

ikt|dt, що виражена через коефiцiенти ряду ck ∈ C.
Будемо говорити, що послiдовнiсть {αk}, k = 0, 1, ..., αk ∈ C, задоволь-

няє умови типу Ciдона-Теляковського (S-T), якщо limk→∞ αk = 0, iснує
послiдовнiсть {Ak} така, що |∆αk| := |αk − αk+1| ≤ Ak, k = 0, 1, 2...,∑∞
k=0(k + 1)|4Ak| <∞.
Справедливе наступне твердження.

Теорема 1. Якщо коефiцiенти ряду
∑∞
k=0 cke

ikt задовольняють умови
S-T та, крiм того,

∑∞
k=1

|ck|
k < ∞, то для iнтегралу I має мiсце рiвно-

мiрна вiдносно m = 0, 1, 2, . . . оцiнка∣∣∣∣∣I − 4

π

m∑
k=1

|ck|+ |cm−k − cm+k|
k

∫ π/2

0

√
1− 4|ck||cm−k − cm+k|

(|ck|+ |cm−k − cm+k|)2
sin2 tdt+

2

∞∑
k=2m+1

|ck|
k

∣∣∣∣∣ ≤ O(1)

∞∑
k=0

(k + 1)|4Ak|,

Наведена оцiнка узагальнює результати робiт [1], [2] та є аналогом оцiн-
ки С.О.Теляковського [3].
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Нехай 2 < s – фiксоване натуральне число, As = {0, 1, . . . , s− 1} – алфавiт
s-кової системи числення, Qs = {q0, q1, . . . , qs−1} — впорядкована множина

додатних дiйсних чисел, таких, що
s−1∑
i=0

qi = 1. Розклад дiйсного числа x ∈

[0; 1] у виглядi:

x = βα1
+

∞∑
k=2

βαk k−1∏
j=1

qαj

 ≡ ∆Qs
α1α2...αn..., αn ∈ As, β0 = 0, βαn =

αn−1∑
i=0

qi

називається Qs-розкладом (представленням), а його скорочений запис
∆Qs
α1α2...αn... – Qs-зображенням данного числа x.
У роботi [1] в термiнах Q3-зображення дiйсних чисел вводиться в роз-

гляд та дослiджуються властивостi функцiї I(x) = I(∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)...) =

∆Q3

[2−α1(x)][2−α2(x)]...[2−αn(x)]..., яка називається iнверсором цифр Q3-
зображення числа.

В доповiдi пропонуються результати дослiдження диференцiаль-
них, iнтегральних та фрактальних властивостей iнверсора цифр Qs-
зображення дiйсного числа, тобто функцiї наступного вигляду: Is(x) =

Is(∆
Qs
α1(x)α2(x)...αn(x)...) = ∆Qs

[s−1−α1(x)][s−1−α2(x)]...[s−1−αn(x)]..., де αn ∈ As.
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Теорема 1. Iнверсор Is є неперервною строго спадною на вiдрiзку [0; 1]
функцiєю, причому сингулярною при умовi, коли qi 6= q[s−1−i], i ∈ As.
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Про деякi "простi" математичнi проблеми
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Основнi питання, що будуть обговоренi в доповiдi, це деякi вiдкритi
математичнi проблеми, що дуже просто формулюються, але їх розв’язання
потребує нових iдей.

1. Нехай полiгон S складається з дзеркал як сторiн i задана точка P в
серединi полiгону S. Чи будуть повнiстю освiтленi усi внутрiшнi точки S,
якщо в точцi P розмiстити джерело свiтла?

2. Вiдкрита навiть легша проблема: Чи для кожного полiгона S iснує
точка P , з якої джерело свiтла освiтлює внутрiшнiсть полiгона?

3. Множину S назвемо n-опукло зв’язною, якщо для будь яких n точок
в S iснує вiдрiзок, що з’єднує двi з них i лежить всерединi S. Valentine i
Eggleston показали, що кожна 3-опукло зв’язна фiгура є об’єднанням не
бiльше трьох опуклих фiгур. Яке найменше число k таке, що кожна 4-
опукло зв’язна фiгура є об’єднанням не бiльше нiж k опуклих множин?

4. Який найменший набiр квадратiв, таких, що кожен з них дотикається
трьох iнших квадратiв тiльки по однiй точцi?

5. Який найменший набiр квадратiв, таких, що кожен з них дотикається
трьох iнших квадратiв вздовж частини ребра?

6. Який найменший набiр квадратiв, таких, що кожен з них дотикається
чотирьох iнших квадратiв?

7. Який найменший набiр квадратiв, таких, що кожен з них дотикається
чотирьох iнших квадратiв тiльки по однiй точцi?

8. В який найменший квадрат можна упакувати 11 одиничних квадра-
тiв?

9. Для яких значень n можна розрiзати прямокутник на n рiвних ча-
стин, вiдмiнних вiд трикутникiв i прямокутникiв?

87



10. Чи кожен квадрат зi стороною n > 22 можна розрiзати на квадрати
з меншими сторонами так, щоб мiж ними не було однакових?

11. Чи кожен квадрат зi стороною n > 29 можна розрiзати на квадрати
з меншими сторонами так, щоб кожен розмiр зустрiчався не бiльше двох
раз?

12. Якщо ми розрiжемо квадрат на квадрати з рiзними сторонами, то чи
завжди буде не бiльше двох квадратiв, що мають тiльки чотирьох сусiдiв?

13. Чи для кожного n є тiльки скiнченна кiлькiсть способiв розрiзати
квадрат на n прямокутникiв рiвної площi?

14. Назвемо рептилiєю фiгуру, яку можна розбити на її меншi копiї.
Порядок рептилiї — найменше число копiй при такому подiлi. Скiльки iснує
рептилiй порядку 2?

15. Чи можна знайти n > 9 точок в загальному положеннi так щоб
одна вiдстань мiж парою точок зустрiлася раз, друга — двiчi, i т.д. , а одна
(n− 1) раз?

16. Скiльки точок в загальному положеннi може бути, щоб вiдстань мiж
кожною парою точок була цiлим числом?

17. Чи можна розташувати 4 точки на площинi так, щоб всi вiдстанi мiж
ними були натуральними числами, причому як мiнiмум 5 — непарними i
одна iз точок була центром кола, яке проходить через iншi три точки?

18. Чи iснує щiльна множина точок на площинi, вiдстань мiж кожними
двома точками якої рацiональне число?

19. Чи iснує точка в одиничному квадратi, вiдстань вiд якої до кожної
з вершин квадрата є рацiональним числом?

20. Проблема черв’яка. Яка найменша опукла множина мiстить копiю
будь якої неперервної кривої довжини 1?

21. Чи кожна замкнена крива мiстить вершини деякого квадрата?
22. Точка P називається еквiхордальною для фiгури S, якщо кожна

хорда в S, яка проходить через P , має однакову довжину. Чи може опукла
множина мати бiльше однiєї еквiхордальної точки?

23. Хроматичне число площини. Яка найменша кiлькiсть кольорiв необ-
хiдна для розкраски площини, щоб не iснувало пари точок одного кольору
на вiдстанi точно 1?
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Нелокальна задача з iнтегральними умовами для
системи гiперболiчних рiвнянь першого порядку

Iлькiв В. С.
Нацiональний унiверситет

”
Львiвська полiтехнiка“

ilkivv@i.ua

У цилiндрi Qp = [0, T ] × Ωp, де 0 < T0 ≤ T ≤ T1 < ∞, Ωp — p-вимiрний
тор (p ≥ 1), розглядається задача

∂u

∂t
=

p∑
j=1

Aj
∂u

∂xj
+A0u, (t, x) ∈ Qp, (1)

∫ T

0

tru(t, ·) dt = ϕ, r ∈ R, r ≥ 0, (2)

в якiй A0, A1, . . . , Ap —матрицi порядку m з комплексними коефiцiєнтами,
ϕ = ϕ(x) — вiдома вектор-функцiя, а вектор-функцiя u = u(t, x) —шуканий
розв’язок, x = (x1, . . . , xp).

На коренi λ1, . . . , λm (λj = λj(k), k ∈ Zp) характеристичного рiвняння
det
(
λIm − i

∑p
j=1 kjAj −A0

)
= 0 для системи (1), накладаємо такi умови:

max
t∈[0,T ]

∣∣eλt∣∣ ≤ R, m0 ≤ |λj | ≤ m1, |λα − λβ | ≥ m для k̃ ≥ K, (3)

де m,m0,m1 —додатнi сталi, R ≥ 1, K ≥ 1, а k̃2 = 1 + k2
1 + · · ·+ k2

p.
Умови (3) справджуються, наприклад, для гiперболiчних систем (1) у

разi ∣∣det
(
λIm − i

p∑
j=1

kjAj −A0

)∣∣ ≥ const > 0.

За умови r ≥ 1 встановлено розв’язнiсть задачi (1), (2) у парi шкал
просторiв {H1

q}q∈R i {Hq}q∈R, де Hq = Hq(Ω
p) —простiр Соболєва перiо-

дичних за змiнними x1, . . . , xp функцiй, H1
q = H1

q(Qp) —простiр функцiй
u = u(t, x), для яких u ∈ C([0, T ]; Hq) i ∂u/∂t ∈ C([0, T ]; Hq−1).

Якщо r < 1, то задача (1), (2) у цих шкалах є некоректною за Адамаром.
Такий ефект дають малi знаменники [1], якi вiдсутнi при r ≥ 1.
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Гiперболiчнi полiноми, розкладенi по базису
Похгаммера
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Дослiджуються властивостi h-Похгаммер оператора, зокрема, його
вплив на перший та останнiй коренi гiперболiчного полiнома. Вивчається
зв’язок мiж коефiцiєнтами гiперболiчного полiнома, розкладеного по бази-
су Похгаммера, та його коренями. Доводиться h-аналог теореми Шура про
згортку.

Робота виконана у спiвавторствi з Ганною Вишняковою.

Про деякi узагальненi багатопараметричнi алгоритми

Копач М. I.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника

kopachm2009@gmail.com

Обшта А. Ф.
Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка"

Шувар Б. А.
Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка"

В сучасних обчислювальних технологiях широко використовуються ба-
гатопараметричнi режими обчислень, основою яких є алгоритми декомпо-
зицiї задач. Серед методiв декомпозицiї операторних рiвнянь досить ефе-
ктивними є багатопараметричнi методи агрегування. В багатьох випадках

90



отриманi за допомогою методiв iтеративного агрегування результати пiд-
тверджуються чисельними експериментами навiть тодi, коли умови збi-
жностi вiдповiдних алгоритмiв є невiдомими (див., напр., [1].).

В пропонованiй доповiдi розглядається рiвняння

x =

N∑
j=1

Ajx+A0x+ b, (1)

де Aj : E 7→ E (j = 0, 1, . . . , N) є лiнiйними неперервними операторами,
b ∈ E, E – банахiв простiр. Для рiвняння (1) побудовано iтерацiйний процес
за допомогою формул

x(n+1) = (

N∑
j=1

Aj +A0)x(n) +

N∑
j=0

(y
(n)
j − y(n+1)

j ) + b, (2)

y
(n+1)
i =

N∑
j=1

λijy
(n+1)
i + (ϕ(i), Bix

(n)) +

N∑
j=0

α
(n)
ij (y

(n)
j − y(n+1)

j )−

−(ϕ(i), b) (i = 0, 1, . . . , N, n = 0, 1, . . .),

(3)

де лiнiйнi неперервнi функцiонали ϕ(i) ∈ E∗ (E∗ – спряжений з E опера-
тор), лiнiйнi неперервнi оператори Bi : E 7→ E є заданi, а також є заданими
дiйснi числа λij , α

(n)
ij = αij(x

(n)). Встановлено критерiї їх вибору, а також
умови, при яких послiдовнiсть {x(n)}, побудована за допомогою формул
(2), (3), збiгається до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (1) не повiльнiше вiд збi-
жностi геометричної прогресiї зi знаменником q < 1.
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Однопараметричнi способи апроксимацiї розв’язкiв
лiнiйних iнтегральних рiвнянь

Копач М. I.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника

kopachm2009@gmail.com

Костишин Л.П.
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Для iнтегрального рiвняння

x(t) = f(t) +

t2∫
t1

k(t, s)x(s)ds, (1)

у класi L2 = L2(t1, t2) iнтегрованих з квадратом на (t1, t− 2) функцiй при
умовi, що

t2∫
t1

t2∫
t1

k2(t, s)ds ≤ B2 <∞,

побудовано i дослiджено однопараметричний метод iтеративного агрегува-
ння, який з точнiстю до позначень спiвпадає з однопараметричним мето-
дом iтеративного агрегування iз [1] у застосування до рiвняння (1). Однак
встановленi результати про збiжнiсть запропонованого тут методу на вiд-
мiну вiд умов збiжностi методу М.О. Красносельського iз [1] не мiстять
вимог щодо знакосталостi ядра k(t, s), вiльного члена f(t) i функцiоналу

(φ, x) =
t2∫
t1

φ(s)x(s)ds, де φ(x) довiльна дiйсна функцiя, яка разом з довiль-

ною дiйсною функцiєю ψ(x) задовольняє спiввiдношення
t2∫
t1

φ(s)ψ(s)ds = 1.

Не вимагається також, щоб був меншим вiд одиницi спектральний радiус
ρ(K) оператора K, породженого правою частиною рiвняння (1). Крiм того,
в [1] вимагається, щоб оператор K був фокусуючим. Зауважимо також, що
запропонований тут алгоритм придатний для застосування до багатопара-
метричних методiв iтеративного агрегування, якi, як зазначено в [1], мало
дослiдженi й умови їх збiжностi невiдомi, однак чисельнi експерименти ча-
сто показують їх ефективнiсть навiть тодi, коли однопараметричнi методи
незастосовнi.
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A truncated indefinite Stieltjes moment problem

Kovalyov I.
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i.m.kovalyov@gmail.com

A function f meromorphic on C\R with the set of holomorphy hf is said to
be in the generalized Nevanlinna class Nκ (κ ∈ N), if for every set zi ∈ C+∩hf
(j = 1, . . . , n) the form

n∑
i,j=1

f(zi)− f(zj)

zi − zj
ξiξj

has at most κ and for some choice of zi (i = 1, . . . , n) it has exactly κ negative
squares. For f ∈ Nκ let us write κ−(f) = κ. In particular, if κ = 0 then the
class N0 coincides with the class N of Nevanlinna functions.

A function f ∈ Nκ is said to belong to the class Nk
κ (k ∈ N) if zf ∈ Nk

κ

(see [1]). If κ = k = 0 the class N0
0 coincides with the Stieltjes class introduced

by M.G. Krein in 1952.
In this talk the following problem is considered

Problem MPk
κ(s, `). Given `, κ, k ∈ Z+, and a sequence s = {si}`i=0 of real

numbers, describe the setMk
κ(s) of functions f ∈ Nk

κ, which have the following
asymptotic expansion

f(z) = −s0

z1
− s1

z2
− · · · − s`

z`+1
+ o

(
1

z`+1

)
, z→̂∞. (1)

The problem MP0
κ(s, `) was studied in [2].

The set N (s) = {nj}Nj=1 of normal indices of the sequence s is defined by

N (s) = {nj : Dnj 6= 0, j = 1, 2, . . . , N}, Dnj := det(si+k)
nj−1
i,k=0.

Let D+
n := det(si+j+1)n−1

i,j=0. It is shown that N (s) is the union of two not

necessarily disjoint subsets N (s) = {νj}N1
j=1 ∪ {µj}

N2
j=1, which are selected by

Dνj 6= 0 and D+
νj−1 6= 0, for all j = 1, N1,

Dµj 6= 0 and D+
µj 6= 0, for all j = 1, N2.
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Moreover, the normal indices νj and µj satisfy the following inequalities

0 < ν1 ≤ µ1 < ν2 ≤ µ2 < . . .

We prove that any function f with asymptotic expansion (1), where
` = 2nN − 2, admits the continued fraction expansion

f(z) =
1

−zm1(z) +
1

l1(z) + · · ·+ 1

−zmN (z) + 1
τ(z)

, (2)

where mj(z) and lj(z) are polynomials of degree νj − µj−1 − 1 and µj − νj ,
respectively. In accordance with general theory the continued fraction (2) cor-
responds to the following system

y2j+1 − y2j−1 = −zmj+1(z)y2j ,
y2j+2 − y2j = lj+1(z)y2j+1,

(3)

P+
j (z) and Q+

j (z), which are satisfy this system and initial conditions

P+
−1(z) ≡ 0, P+

0 (z) ≡ 1, Q+
−1(z) ≡ 1, Q+

0 (z) ≡ 0. (4)

are called generalized Stieltjes polynomials of the first and the second kind,
respectively.

Theorem 1. Let N ∈ N. Any solution of the moment problem MP kκ (s, 2νN−2)
admits the following representation

f(z) =
Q+

2N−1(z)τ(z) +Q+
2N−2(z)

P+
2N−1(z)τ(z) + P+

2N−2(z)
, (5)

where τ(z) satisfies the conditions

τ ∈ Nk−kN
κ−κN and

1

τ(z)
= o(z), z→̂∞. (6)
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Алгоритми розвинення функцiй у багатовимiрнi
неперервнi дроби
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Рiзнi представлення функцiй неперервними дробами будуються вихо-
дячи або з формальних зображень функцiй степеневими рядами, або за
допомогою множин значень функцiй. Розвинення функцiй у неперервнi
дроби базуються на (iнтерполяцiю не розглядаємо) поняттi вiдповiдностi
неперервних дробiв i формальних рядiв Лорана [1].

Для трьох найважливих типiв вiдповiдних неперервних дробiв: пра-
вильних C-дробiв; приєднаних неперервних дробiв та загальних T -дробiв
побудованi алгоритми обчислення їх коефiцiєнтiв, такi як: QD-алгоритм
Rutishauser-a (1954 р.), алгоритм Visсovatoff-a (1803-1806), FG-алгоритм
(1996). Також такi важливi типи неперервних дробiв, як дроби Якобi (j-
дроби) розглядаються так само, як тип приєднаних неперевних дробiв, g-
дроби розглядаються разом з C-дробами (хоч тут використовуються алго-
ритм для обчислення коефiцiєнтiв розвинення у неперервний g-дрiб Bauer-
a (1965)). Узагальнення алоритму Bauer-a на багатовимiрний випадок за-
пропоновано у роботi [2].

Для функцiй вiд багатьох змiнних (n ≥ 2) ми пропонуємо алгоритми
знаходження коефiцiєнтiв розвинень у вiдповiднi багатовимiрнi неперервнi
дроби (правильнi C-дроби, приєднанi дроби) , як використовуючи визна-
чники Ганкеля та обернення кратних степеневих рядiв, так i узагальнення
алгоритмiв типу Вiсковатова.
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Nonlocal problem with integral conditions for Polycaloric
equation of second order
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Let H(R) be a class of entire functions, KM be a class of quasipolynomials
of the form ϕ(x) =

∑n
j=1Wj(x)eαjx, where Wj(x) are given polynomials, for

j = 1, ..., n, αj ∈ C, for αk 6= αl, for k 6= l. In the strip Ω = {(t, x) ∈ R2 : t ∈
(0, T ), x ∈ R} we consider nonlocal problem[

∂

∂t
− a

(
∂

∂x

)]2

U(t, x) = 0, (1)

T∫
0

U(t, x)dt = ϕ1(x), (2)

R

(
∂

∂x

)
∂

∂t
U(t, x)


t=0

+R

(
∂

∂x

)
∂

∂t
U(t, x)


t=T

= ϕ2(x), (3)

where a
(
∂
∂x

)
is a differential expression, with entire symbol a(λ) 6= const,

R
(
∂
∂x

)
, Q
(
∂
∂x

)
are givin differential polynomials. M1(t, λ),M2(t, λ) is a solu-

tion of the equations [
d

dt
− a(λ)

]2

Mm(t, λ) = 0,

satysfies nonlocal conditions∫ T

0

M1(t, λ)dt = 1, R(λ)
d

dt
M1(t, λ)


t=0

+Q(λ)
d

dt
M1(t, λ)


t=0

= 0, (4)

∫ T

0

M2(t, λ)dt = 0, R(λ)
d

dt
M2(t, λ)


t=0

+Q(λ)
d

dt
M2(t, λ)


t=0

= 1. (5)

The main determinant of system (4), (5) is

∆(λ) =

∣∣∣∣∣ ea(λ)T−1
a(λ)

ea(λ)T (a(λ)T−1)+1
a2(λ)

a(λ)
(
R(λ) +Q(λ)ea(λ)T

)
R(λ) +Q(λ) (1 + a(λ)T ) ea(λ)T

∣∣∣∣∣ .
We denote

P = {λ ∈ C : ∆(λ) = 0}. (6)
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Theorem 1. Let ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ KC\P , where P is set (6) . Then in the class
of functions KC\P , there exists a unique solution of the problem (1), (2), (3)
which can be determined in the formula

U(t, x) = ϕ1

(
∂

∂λ

){
M1(t, λ)eλx

}
λ=0

+ ϕ2

(
∂

∂λ

){
M2(t, λ)eλx

}
λ=0

.

Be means of the differential symbol method [2] we construct a solution of
the problem (1), (2). This problem is a continuos works [1]
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Через Ap позначимо клас аналiтичних функцiй вигляду f(z) =∑+∞
‖n‖=0 anz

n з областю збiжностi Dp = {z ∈ Cp : |zj | < 1, j ∈ {1, ..., p}}. Тут
‖n‖ = n1 + . . . + np (p ≥ 2), z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp. Для r = (r1, r2, . . . , rp) ∈
[0, 1)p i f ∈ Ap визначимо

∆r = {t ∈ [0, 1)p : tj ≥ rj , j ∈ 1, . . . , p},
µf (r) = max{|an|rn : n ∈ Zp+}, Mf (r) = max{|f(z)| : |zj | ≤ rj , j ∈ {1, . . . , p}}.

Нехай клас K(f, θ) = {f(z, t) =
∑+∞
‖n‖=0 an exp{2πiθnt}rn : t ∈ R}, де

{θn} — послiдовнiсть натуральних чисел таких, що її впорядкування {θ∗k}
за зростанням, тобто {θn : n ∈ Zp+} = {θ∗k : k ≥ 0}, θ∗k+1 > θ∗k, задовольняє
умову θ∗k+1/θ

∗
k ≥ q > 1 (k ≥ 0).

Будемо казати, що E ⊂ [0; 1)p є множиною асимптотично скiнченної
логарифмiчної мiри на [0; 1)p (i позначимо клас таких множин Υ), якщо
iснує r0 ∈ [0; 1)p таке, що

ν(E ∩∆r0) :=

∫
· · ·
∫

E∩∆r0

p∏
j=1

drj
1− rj

< +∞,

i множина E має асимптотично нескiнченну логарифмiчну мiру на [0, 1)p,
якщо E /∈ E .
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Теорема 1. ([1]) (i) Для кожної функцiї f ∈ Ap i будь-якого δ > 0 iснує
множина E = E(f, δ) ∈ E така, що для всiх r ∈ [0, 1)p \ E виконується
нерiвнiсть

Mf (r) ≤ µf (r)

p∏
j=1

1

(1− rj)1+δ
· lnp/2+δ

{
µf (r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
.

(ii) Iснують аналiтична функцiя f ∈ Ap, стала C > 0, множина E ⊂
[0, 1)p, E /∈ E такi, що для всiх r ∈ E виконується нерiвнiсть

Mf (r) ≥ Cµf (r)

p∏
j=1

1

1− rj
· lnp/2

{
µf (r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
.

Теорема 2. Нехай δ > 0, f(z, t) ∈ K(f, θ). Тодi майже напевно для t ∈ R
iснує множина E = E(f, t, δ), E ∈ Υ, така, що для всiх r ∈ [0, 1)p\E маємо

Mf (r, t) ≤ µf (r)

(
p∏
j=1

1

(1− rj)1/2
· lnp/4

{
µf (r)

p∏
j=1

1

1− rj

})1+δ

.
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Позначимо C∗ = C\{0}.

Означення. [2] Нехай p, q ∈ C∗, |q| < 1. Мероморфна в C∗ функцiя f
називається p-локсодромною з мультиплiкатором q якщо для всiх z ∈ C∗

f(qz) = pf(z).
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Клас таких функцiй позначатимемо Lqp. Цi функцiї є узагальненнями
класичних локсодромних функцiй [5], [7], [1], [4].

Розглянемо рiвняння

f(qz) = R(z)f(z), z ∈ C∗, (1)

де R - рацiональна функцiя

R(z) = Czm
(a1 − z)(a2 − z) . . . (ak − z)
(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)

, m ∈ Z,

a1, a2, . . . , ak i b1, b2, . . . , bl - вiдмiннi вiд нуля комплекснi числа (не обов’яз-
ково рiзнi), а C – стала.

Ми шукаємо мероморфнi розв’язки рiвняння (1). Цi розв’язки будуть
узагальненнями функцiй з класу Lqp, їх ми називатимемо рацiонально
локсодромними функцiями.

Означення. [3], [6], [1] Функцiя

P (z) = (1− z)
∞∏
n=1

(1− qnz)
(

1− qn

z

)
називається первинною функцiєю Шотткi-Кляйна.

Позначимо

H(z) =

∞∏
n=0

(1− qnz).

Теорема. Нехай a1, a2, . . . , ak i b1, b2, . . . , bl - вiдмiннi вiд нуля комплекснi
числа (не обов’язково рiзнi), C - деяка стала, m ∈ Z. Тодi кожен меро-
морфний в C∗ розв’язок рiвняння (1) має вигляд

f(z) =
H( zb1 )H( zb2 ) . . . H( zbl )

H( za1
)H( za2

) . . . H( z
ak

)Pm((−1)mz)
g(z),

де g ∈ Lqp, p = C a1a2...ak
b1b2...bl

.
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Стабiлiзацiя розв’язкiв задачi Кошi та теореми
Лiувiлля для систем рiвнянь Колмогорова-Ейдельмана
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Ми розглядаємо таку задачу Кошi

∂tuν(t, x)−
3∑
j=1

nj∑
s=1

xjs∂xj+1 suν(t, x) =
n0∑
µ=1

∑
∑
j

|kj |
2bj

=1

Akµ(t)Dk
x1
uµ(t, x),

ν = 1, n0, n0 ∈ N,

(1)

u(t, x)|t=τ = u0(x), t ∈ (t0, T ], x ∈ Rn. (2)

n =
4∑
j=1

nj , n1 ≥ n2 ≥ n3 ≥ n4, n1 ∈ N, nj ∈ N ∪ {0}, j = 2, 3, 4. x =

(x1, ..., x4), bj ∈ N, k = (k1, ..., k4), kj ∈ N ∪ {0},
−→
b = (b1, ..., b4).
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∂tu =
∑

k1
2b1

+...+
k4
2b4

=1

Akµ(t)Dk
x1
– 2
−→
b – рiвномiрно параболiчна система за

С.Д. Ейдельманом в смузi (t0, T ]× Rn, 0 ≤ t0 ≤ T,Ak(t) ∈ C[t0, T ]. Вiдпо-
вiдна двоїста задача Кошi до (1), (2)

∂tvν(t, ξ)−
3∑
j=1

nj∑
s=1

ξj+1s∂ξj svν(t, ξ) =

n0∑
µ=1

∑
4∑
j

|kj |
2bj

=1

Akµ(t)(iξ1)kvµ(t, ξ), (3)

u(t, ξ)|t=t0 = v0(ξ), ξ ∈ Rn, (4)

така, що матриця (
∑
Akµ(iξ)k) для будь-якого фiксованого t ∈ [t0, T ] на

характеристиках системи задовольняє умову Лаппо-Данилевського.
Використовуючи властивостi фундаментальної матрицi розв’язкiв за-

дачi Кошi (ФРЗК) (1), (2) встановлено:
а) теореми типу Лiувiлля про зображення ФРЗК (1), (2) полiномами;
б) теореми точкової та рiвномiрної стабiлiзацiї iнтеграла Пуассона, що

вiдповiдає при t → ∞ ФРЗК (1), (2) за умови iснування граничних ку-
тових середнiх, граничних центрально-симетричних середнiх, граничних
середнiх почакової функцiї.

Some properties of the little Lipshitz p-summing
functions
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University of M’sila, Algeria
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The theory of Lipschitz functions is a classic section of modern mathemat-
ics. In recent years increased interest to Lipschitz p-summing functions. A
Lipschitz map T : X → Y is Lipschitz p-summing if there is a constant C such
that for all (xi), (yi) in X and all positive reals ai, we have(∑

ai‖Txi − Tyi‖p
)
≤ Cp sup

f∈B
X]

∑
ai|f(xi)− f(yi)|p,

where B]X is the unit ball of X], X] is the space of all real valued Lipschitz
function and ‖x− y‖ is the distance from x to y in Y.
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In this report we will focus on a concept little Lipschitz functions. Lipschitz
function f is a little Lipschitz function if for every ε > 0 the exists δ > 0 such
that ρ(p, q) ≤ δ ⇒ |f(p) − f(q)| ≤ ερ(p, q). We introduce and study a
concept and some properties of the little Lipschitz p-summing functions.

Деякi властивостi секвенцiально неперервних функцiй
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Вiдображення f : X → Y , що дiє мiж топологiчними просторами X i Y ,
називається секвенцiально неперервним (коротко: s-неперервним) у точцi
x з X, якщо для довiльної послiдовностi точок xn з X з умови xn → x в X
випливає, що f(xn)→ f(x) в Y , i просто s-неперервним, якщо воно є таким
у кожнiй точцi з просторуX. Сукупнiсть усiх неперервних /s-неперервних/
вiдображень f : X → Y ми позначаємо символом C(X,Y )/Cs(X,Y )/. Се-
квенцiальним замиканням A

s
множини A у просторi X називається мно-

жина всiх тих точок x з X, для яких iснує така послiдовнiсть точок xn з
A, що xn → x. Множина A називається s-замкненою в X, якщо A

s
= A.

Кажуть, що X – це простiр Фреше–Урисона, якщо A
s

= A для кожної
множини A в X. Простiр X називається секвенцiальним, якщо кожна s-
замкнена пiдмножина X буде замкненою в X (див. [1, c. 94-95]). Вiдомi
результати з [1] доповнюють такi характеризацiї.

Теорема 1. Топологiчний простiр X буде простором Фреше–Урисона то-
дi i тiльки тодi коли для кожного топологiчного простору Y , довiльного
вiдображення f : X → Y i кожної точки x з X з s-неперервностi вiдобра-
ження f у точцi x випливає його неперервнiсть у точцi x.

Теорема 2. Топологiчний простiр X буде секвенцiальним тодi i тiльки
тодi коли C(X,Y ) = Cs(X,Y ) для кожного топологiчного простору Y .

Секвенцiальна неперервнiсть – це одне з найдавнiших ослаблень не-
перервностi. У кiнцi XIX столiття почалось iнтенсивне вивчення i iншого
ослаблення неперервностi, але вже для функцiї двох змiнних, а саме, на-
рiзної неперервностi. Вивчення зв’язкiв мiж нарiзною i звичайною (чи як
кажуть сукупною) неперервнiстю почалось з капiтальної працi Р. Бера [2].
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На початку XX столiття у працi [3] було введено пiдсилення нарiзної не-
перервностi – лiнiйна неперервнiсть. Пiзнiше це поняття дiстало розвиток
у працi [4], де прямi лiнiї були замiненi на кривi. В недавнiй час у цьо-
му напрямку були отриманi новi результати у роботах [5],[6],[7]. Всi вони
стосувались вiдображень f : Rn → R.

Вiдправляючись вiд цих робiт, ми вводимо тут поняття Ωx0
-

неперервностi для вiдображень f : X → Y , де Ωx0 – довiльна множина
кривих ω : [0, 1] → X, для яких ω(0) = x0. Вiдображення f називається
Ωx0

-неперервним, якщо для довiльного ω ∈ Ωx0
композицiя f ◦ ω є непе-

рервною у точцi 0. Позначимо символом Cxo сукупнiсть усiх неперервних
кривих ω : [0, 1]→ X, для яких ω(0) = x0.

Теорема 3. Нехай X – топологiчний векторний простiр, x0 ∈ X i Y
– довiльний топологiчний простiр. Вiдображення f : X → Y буде Cx0-
неперервним тодi i тiльки тодi коли воно s-неперервне в точцi x0.

Простори R∞ усiх фiнiтних послiдовностей x = (ξk)∞k=1 i R[0,1] усiх дiй-
сних функцiй x : [0, 1] → R зi своїми природними топологiями [8] не є
просторами Фреше–Урисона, тому на основi теореми 1 iснують такi Cx0-
неперервнi вiдображення f : X → R, де X = R∞ або R[0,1], якi розривнi в
точцi x0.

Секвенцiальною межею множини A у топологiчному просторi X ми
називаємо перетин frsA = A

s ∩X \A
s
. Пiдмножина A простору X нази-

вається нетривiальною, якщо A 6= Ω i A 6= X. Ми кажемо, що простiр X
є s-зв’язним, якщо кожна нетривiальна множина A в X має непорожню
s-межу frsA. З допомогою цього поняття можна отримати такий аналог
класичної теореми про промiжне значення.

Теорема 4. Нехай X – s-зв’язний топологiчний простiр, f : X → R –
s-неперервне вiдображення, a ∈ X, b ∈ X i f(a) < γ < f(b). Тодi iснує
така точка c ∈ X, що f(c) = γ.

Лiтература
[1] Р. Энгелькинг, Общая топология, М.: Мир, (1986), 752с.

[2] R. Baire, Sur les fonctions de variables reélles, Annal Mat. Pura Appl., 3 (3)
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Ми кажемо, що (g, h) — це пара Гана на топологiчному просторi X,
якщо g : X → R i h : X → R — це неперервнi вiдповiдно зверху i знизу
функцiї, такi, що g(x) ≤ h(x) на X. Якщо g(x) < h(x) на X, то пара Гана
(g, h) називається строгою. Функцiя f : X → R називається промiжною
для пари Гана (g, h) на X, якщо g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на X i строго промi-
жною, якщо g(x) < f(x) < h(x) при g(x) < h(x) i g(x) = f(x) = h(x) при
g(x) = h(x). Згiдно з теоремою Гана-Д’єдонне-Тонґа-Катетова [1, с. 105] T1-
простiр X буде нормальним тодi i тiльки тодi, коли кожна пара Гана (g, h)
на X має промiжну неперервну функцiю. Ця теорема має багато аналогiв
(див. [2] i вказану там лiтературу). Тут ми розвиваємо результати з [2], що
стосувалися строго промiжних нескiнченно диференцiйовних функцiй для
строгих пар Гана на промiжках числової прямої, що задовольняють певнi
додатковi умови.

Перша теорема стосується скiнченновимiрного випадку i отримується з
допомогою компактностi i вiдповiдних скiнченних розбиттiв одиницi.

Теорема 1. Нехай X = [a1, b1]× ...× [an, bn] — це замкнений паралелепiпед
в Rn, (g, h) — строга пара Гана на X, x0 ∈ X i g(x0) < y0 < h(x0). Тодi
iснує така строго промiжна для пари Гана (g, h) нескiнченно диференцi-
йовна функцiя f : X → R, що f(x0) = y0.
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Диференцiйовнi за Фреше функцiї f : X → R на дiйсних нормованих
просторах ми називатимемо просто диференцiйовними, а нескiнченно ди-
ференцiйовнi за Фреше — C∞-функцiями.

Використовуючи факти з монографiї С. Ленґа[3, с. 49], можна встано-
вити такий результат.

Теорема 2. Нехай X — сепарабельний гiльбертовий простiр i (Uj)j∈J —
вiдкрите покриття простору X. Тодi iснує локально скiнченне C∞-
розбиття одиницi (ϕi)i∈I на X, яке пiдпорядковане цьому покриттю.

З теореми 2 виводиться.

Теорема 3. Нехай X — сепарабельний гiльбертовий простiр i (g, h) —
строга пара Гана на X. Тодi iснує C∞-функцiя f : X → R, яка буде строго
промiжною для пари (g, h).

Подiбний результат можна отримати i для сепарабельних асплундових
просторiв, використовуючи технiку з [4].

Лiтература
[1] Р. Энгелькинг Общая топология., М.: Мир, (1986), 752 с.

[2] В.К. Маслюченко, О.В. Маслюченко, В.С. Мельник Iснування промiжних
кусково лiнiйних та нескiнченно диференцiйовних функцiй, Бук. мат. журн.,
4 (3-4) (2016), 93-100.

[3] С. Ленг, Введение в теорию дифференцируемых многообразий, М.: Мир.,
(1967) 203 с.

[4] R. Deville, G. Godefroy, V. Zizler Smoothness and Renormings in Banach Spaces,
Longman Scientific & Technical, (1993), 359 p.

106



Numerical methods of solving nonlinear integral
equations of Volterra type

Mentynskyi S. M.
Lviv Polytechnic National University

serge.mentynsky@i.ua

Pelekh R. Ya.
Lviv Polytechnic National University

Pelekh R Ya@ukr.net

Pelekh Ya. M.
Lviv Polytechnic National University

Pelekh Ya M@ukr.net

Consider a nonlinear Volterra integral equation

f (x) =

x∫
a

F [x, y, f (y)] dy, x ∈ IL, (1)

where F [x, y, f (y)] has the smoothness needed for computations.
We break the interval IL = [a, b] into N parts of length h = b−a

N and
introduce the notation xi+1 = a + ih (i = 0, 1, . . . ), fi = f (xi). Applying the
machinery of continued fractions and the idea of the construction of Runge-
Kutta methods, we seek an approximate solution of Eq. (1) in the form

Y
[k,l]
2 =

C0,0

k−1∑
i=0

di,0 +
dk,0

1+
. . .

+
dk,l−1

1+dk,l

, (2)

When k + l = 2 (k = 1, 2;l = 0, 1), the expressions for C0,0 and di,j have the
form

C0,0 = hδ1, d0,0 = 1, d1,0 = δ2
δ1
, d2,0 =

δ1δ3+δ2
2

δ2
1

,

d1,1 = −d2,0

d1,0
, δi =

p∑
j=1

aijkj , p = k + i+ 1

kj = F

[
a+ αjh, a+ βjh, h

j−1∑
m=0

γjmkm

]
, γj0 = 0.

(3)
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When k = 1 and l = 0, we obtain

Y
[1,0]
2 =

C0,0

d0,0 + d1,0
(4)

where

C0,0 = hδ1, d0,0 = 1, d1,0 = δ2
δ1
, δi =

2∑
j=1

aijkj , i = 1, 2,

k1 = F [a+ α1h, a+ β1h, 0] , k2 = F [a+ α2h, a+ β2h, γ21hk1] .

We determinate the parameters aij , αi, βi (i, j = 1, 2) and γ21 from the con-
dition that the Taylor series expansions of the unknown solution f2 and the

approximate solution Y
[1,0]
2 in a neighborhood of the point x = x1 coincide up

to terms order h2 inclusive.

Theorem 1. If δ1 + δ2 6= 0,

a11 = 1− a12, a21 = 1
2γ21
− a12, a22 = a12 − 1

2γ21
,

α2 = 2γ21 + (1− 2γ21)α1, β2 = γ21 + (1− 2γ21)β1,
(5)

where γ21 6= 0, a12, α1, and β1, are arbitrary numbers, then

f2 − Y [1,0]
2 = O

(
h3
)
.

Let us write out two families of solutions of this system:
1) α1 = α3, B1 = 1

4 , B2 = 0,B3 = 3
4 ,β1 = 0, γ21 = β2, α2 = 1 − β2, β3 = 2

3
γ31 = 2

3 −
2

9β2
, γ32 = 2

9β2
, a1i = Bi + a2i + a3i, i = 1, 2, 3,

where β2 is a nonzero numbers, a2i, a3i and α1, α2 are parameters;
2) α2 = α3 = 1, α1 = 1

3(1−β3) , β1 = 0, γ21 = β2 = 2−3β3

3(1−2β3) , γ31 =

β3 − γ32, γ32 =
2−6β3+6β2

3

2−3β3
, B1 = 0, B2 = (1/2−β3)2

1/3−β3+β2
3
, B3 = 1

12(1/3−β3+β2
3)
,

a1i = Bi + a2i + a3i, i = 1, 2, 3,
where a2i, a3i and β3 are parameters and β3 6= 1/2, 2/3, 1. To find the numerical
solution of the problem (1) in the following key points apply the method of
rolling early.
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Weak hypercyclicity of composition operator
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Let X be a Fréchet linear space. A continuous linear operator T : X → X
is called hypercyclic if there is a vector x0 ∈ X for which the orbit under T ,

Orb(T, x0) = {x0, Tx0, T
2x0, . . .}

is dense in X. Every such vector x0 is called a hypercyclic vector of T. If
Orb(T, x0) is dense in X with respect weak topology, then the operator T
is weakly hypercyclic and such a vector x0 is a weakly hypercyclic vector for T.
The norm topology is strictly stronger than the weak topology, and so every
hypercyclic operator is a weakly hypercyclic operator.

In [1] Chan and Sanders show that T is weakly hypercyclic on `p.
Let X be a Banach space and Hb(X) be a space of analytic functions

which are bounded on bounded subspaces. We consider translation operator
Ta : Hb(X)→ Hb(X)

Ta : f(x) 7→ f(x+ a), x, a ∈ X, a 6= 0.

Since Hb(X) is not separable space then Ta is not hypercyclic.
What can we say about ”weakly”version of hypercyclicity?
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Нехай D = (0, T )×(0, L), T > 0, L > 0, Hq = Hq[0, L], q ∈ R, — простiр
усiх тригонометричних рядiв ϕ(x) =

∑
k∈N

ϕk sin kπx
L зi скiнченною нормою

‖ϕ‖Hq
=
(∑

k∈N(1 + k)2q|ϕk|2
) 1

2 ; Cn([0, T ]; Hq), n ∈ Z+, — простiр усiх ря-
дiв вигляду u(t, x) =

∑
k∈N

uk(t) sin kπx
L , де uk ∈ Cn[0, T ], k ∈ N, для яких

‖u‖2Cn([0,T ];Hq)
=

n∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∑
k∈N

u
(j)
k (t) sin kπx

L

∥∥∥2

Hq

<∞.

В областi D розглядаємо задачу

utt(t, x) + α2uxxxx(t, x) + βuxx(t, x) + δu(t, x) = 0, (t, x) ∈ D, (1)

u(t, 0) = u(t, L) = uxx(t, 0) = uxx(t, L) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (2)

u(0, x)− u(T, x) = ϕ(x), ut(0, x)− ut(T, x) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ L, (3)

де α, β, δ ∈ R, причому β2 < 4α2δ (ця умова забезпечує гiперболiчнiсть
за Петровським рiвняння (1)), ϕ i ψ — заданi функцiї зi шкали про-
сторiв {Hq}q∈R. Розв’язок u = u(t, x) задачi (1)–(3) шукаємо у просторi
C 2([0, T ]; Hq).

Коректна розв’язнiсть задачi (1)–(3) залежить вiд дiофантових власти-
востей послiдовностi {1−cosβkT}k∈N, де βk =

√
α2λ4

k − βλ2
k + δ, λk = πk/L.
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Якщо ця послiдовнiсть не мiстить нульових членiв, тобто для довiльних
(k,m) ∈ N2

βkT 6= 2πm,

то задача (1)–(3) має єдиний формальний розв’язок, який зображується
формулою

u(t, x)=

∞∑
k=1

βk

(
cos βkt−cos βk(t−T )

)
ϕk+
(

sin βkt+sin βk(t+T )
)
ψk

2βk(1−cos βkT ) sin kπx
L , (4)

де ϕk i ψk — коефiцiєнти Фур’є функцiй ϕ i ψ вiдповiдно, якi визначаються
формулами

ϕk =
2

L

∫ L

0

ϕ(x) sin kπx
L dx, ψk =

2

L

∫ L

0

ψ(x) sin kπx
L dx.

Iснування розв’язку u ∈ C 2([0, T ]; Hq) задачi (1)–(3) пов’язане з про-
блемою малих знаменникiв, оскiльки члени послiдовностi {1− cosβkT}k∈N
у знаменнику формули (4), будучи вiдмiнними вiд нуля, можуть як завго-
дно близько наближатися до нуля при k → +∞. Це спричиняє розбiжнiсть
ряду (4) у просторi C 2([0, T ]; Hq), тобто нерозв’язнiсть задачi у вказанiй
шкалi. Якщо вдається оцiнити знизу малi знаменинники 1−cosβkT певним
виразом зi степеновою поведiнкою cтосовно k, то за вiдповiдних обмежень
на функцiї ϕ i ψ можна отримати коректну розв’язнiсть задачi.

За допомогою метричного пiдходу [2] отримано такi твердження.

Теорема 1. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T нерiв-
нiсть

|1− cosβkT | ≥ T 2k−γ

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ N при γ > 2.

Теорема 2. Якщо ϕ ∈ Hq+γ+4 i ψ ∈ Hq+γ+2, де γ > 2, то для май-
же всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T iснує єдиний розв’язок
u ∈ C 2([0, T ]; Hq) задачi (1)–(3), який неперервно залежить вiд функцiй
ϕ i ψ.

Крайовi задачi з нелокальними, зокрема, з перiодичними умовами за
часовою або просторовою координатою для рiвняння (1) дослiджувались
у [1, 3].
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Про декомпозицiю неперервностi, що пов’язана iз
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Пiд декомпозицiює неперервностi розумiють теореми, в яких неперерв-
нiсть одержується при одночасному виконаннi кiлькох слабших умов. Се-
ред розмаїття таких результатiв особливу увагу заслуговують теореми, де
однiєю з умов є замкненiсть графiка.

У 1970 роцi П. Лонґ i Е. Макґегi в [1] встановили, що кожне майже
неперервне вiдображення f : X → Y мiж топологiчним простором X i га-
усдорфовим локально компактним просторов Y iз замкненим графiком є
неперервним. Цей результат узагальнювали для рiзних топологiчних про-
сторiв багато математикiв (див. [2]-[4]).

Iншу декомпозицiйну теорему встановив Й. Добош в [5]: кожна дво-
сторонньо квазiнеперервна функцiя f : R → R iз замкненим графiком є
неперервною. Результат Й. Добоша Я.Борсiк в [6] перенiс на випадок за-
гальних топологiчних просторiв увiвши поняття B-квазiнеперервностi, яке
є узагальненням двосторонньої квазiнеперервностi дiйсних функцiй.

Теорема 1 (Я.Борсiк, [6]). Нехай X – локально зв’язний топологiчний
простiр i Y – локально компактний гаусдорфовий топологiчний простiр.
Вiдображення f : X → Y є неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно
B-квазiнеперервне i має замкнений графiк.

Слiд зауважити, що поняття майже неперервностi та двосторонньої ква-
зiнеперервностi (B-квазiнеперервностi) не порiвняльнi мiж собою.

В цьому повiдомленнi подано результати, якi для деяких типiв просто-
рiв охоплюють згаданi вище теореми про декомпозицiю неперервностi за
участю майже неперервностi чи двосторонньої квазiнеперервностi.

Нехай X та Y – топологiчнi простори. Вiдображення f : X → Y :

• називається майже неперервним в точцi x ∈ X, якщо для кожного
околу V точки y = f(x) в Y iснує множина A в X, така, що x ∈ intA
i f(A) ⊆ V ;
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• називається B-квазiнеперервним у точцi x ∈ X, якщо для довiльного
околу V точки y = f(x) в Y i довiльної областi O в X, такої, що x ∈ O
iснує вiдкрита непорожня множинаG вX, така, щоG ⊆ O i f(G) ⊆ V ;

• має слабку властивiсть Ґiбсона, якщо f(O) ⊆ f(O) для довiльної
областi (вiдкритої та зв’язної множини) O в X.

Вiдображення f : X → Y називається майже неперервним чи B-
квазiнеперервним, якщо воно є таким у кожнiй точцi.

Використовуючи декомпозицiю B-квазiнеперервностi з [7] теорему 1 мо-
жна записати так.

Теорема 2. Нехай X – локально зв’язний топологiчний простiр i Y –
локально компактний гаусдорфовий топологiчний простiр. Вiдображення
f : X → Y є неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно квазiнеперервне
та має слабку властивiсть Ґiбсона i замкнений графiк.

Насправдi, умову квазiнеперервностi в теоремi 2 можна не вимагати.

Теорема 3. Нехай X – локально зв’язний топологiчний простiр i Y –
локально компактний гаусдорфовий топологiчний простiр. Вiдображен-
ня f : X → Y є неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно має слабку
властивiсть Ґiбсона i замкнений графiк.

Теорема 3 узагальнює вище перерахованi результати для певних типiв
просторiв.
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У доповiдi наведено аналог теореми Хеймана для аналiтичних у бiкрузi
функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, а також одна вла-
стивiсть розвинення таких функцiй у степеневий ряд. Основнi позначення
та означення див. у [1] та [2]. Нами отримано такi два результати:

Теорема 1. Нехай L ∈ Q(D2). Аналiтична функцiя F у D2 є обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, якщо iснують p ∈
Z+ i c ∈ R+ такi, що для кожного z ∈ D2 виконується нерiвнiсть

max

{
|F (j1,j2)(z)|
lj11 (z)lj22 (z)

: j1 + j2 = p+ 1

}
≤ cmax

{
|F (k1,k2)(z)|
lk1
1 (z)lk2

2 (z)
: k1 + k2 ≤ p

}
.

Теорема 2. Нехай β > 1, L ∈ Q(D2). Аналiтична функцiя F у D2 є
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, якщо
iснують c ∈ (0; +∞) i N ∈ N такi, що для кожного z ∈ D2 виконується
нерiвнiсть:

N∑
k1+k2=0

|F (k1,k2)(z)|
k1!k2!lk1

1 (z)lk2
2 (z)

≥ c
∞∑

k1+k2=N+1

|F (k1,k2)(z)|
k1!k2!lk1

1 (z)lk2
2 (z)

.
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Description of homomorphisms of algebras of analytic
functions on Banach spaces
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Vasyl Stefanyk Precarpathian National University
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The problem of description of the spectrum of Hb(X) was first studied
in [1] by R. Aron, B. Cole and T. Gamelin. Later homomorphisms of Hb(X)
and related topics were studied in [2],[6],[7],[3] by D.Carando, D.Garcia, M.
Maestre, A. Zagorodnyuk, O. Lopushansky and others.

Using known results we are working with of homomorphisms of algebras of
analytic functions on Banach spaces Hb(A ⊗π X). In particular, in this talk
we give a new of definition the convolution product of operators and prove a
theorem about representation of A-valued homomorphism on Hb(A⊗π X).

Let A be a commutative Banach algebra, X be a Banach space over the
field of complex numbers C, A⊗πX be the complete projective tensor product
of A and X. Every element of A ⊗π X can be represented by the form a =∑
k ak ⊗π xk, where ak ∈ A, xk ∈ X. For every a ∈ A ⊗π X and f ∈ Hb(X)

let us define f(a) the “value”of f at a in the means of functional calculus

for analytic functions on a Banach spaces ([4]). Then f̃ is the Aron-Berner
extension of f .

Let us denote by L(Hb(A ⊗π X), A) the space of all continuous n-linear
operators on Hb(A ⊗π X) to A and let MA(Hb(A ⊗π X)) be the set of all
homomorphisms on Hb(A⊗π X) to A.

For each fixed element a ∈ A ⊗π X, we define the translation operator τa
on Hb(A⊗π X) by (τaf)(z) = f(a+ z), z ∈ A⊗π X, f ∈ Hb(A⊗π X).

Let Φ,Θ be multiplicative operators, that is, Φ,Θ ∈ MA(Hb(A ⊗π
X)). Let us suppose that Φ satisfies the following condition: Φ(P ) =
lim
α
P (xα) for every P on A ⊗π X, where (xα) are nets in A ⊗π X. So

we have the subset

Ω = {Φ ∈MA(Hb(A⊗π X)) : ∃ (xα) ⊂ A⊗π X ∀ P ∈ P(A⊗π X)
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such that lim
α
P (xα) = Φ(P )}.

Definition 1. For fixed Φ,Θ ∈ L(Hb(A ⊗π X), A) the convolution product
Φ ∗Θ in Hb(A⊗π X) is defined to be

(Φ ∗Θ)(f) = Φ(Θ(τaf)).

Theorem 2. There exists a sequence of dual Banach spaces (Zn)∞n=1 and a
sequence of maps

θ
(n)
a : Zn → Ω

such that

Z1 = (A⊗π X)′′, Zn = L(Hb(A⊗π X), A), θ
(1)
a = θ̃a′′

and such that an arbitrary homomorphism Φ ∈ Ω has a representation

Φ =
∞
+×
n=1

θ
(n)
a (un)

for some un ∈ Zn, n = 1, 2, . . . .

The detailed description and the proof are provided in article [9].

References

[1] R.M. Aron, B.J. Cole and T.W. Gamelin, Spectra of algebras of analytic functions
on a Banach space, J. Reine Angew. Math., 415 (1991), 51 - 93.

[2] D. Carando, D. Garcia and M. Maestre, Homomorphisms and composition op-
erators on algebras of analytic functions of bounded type, Adv. Math., 197(2)
(2005), 607 - 629.

[3] O. Lopushansky, A. Zagorodnyuk, Representing measures and infinite-
dimensional holomorphy, J. Math. Anal. Appl., 333 (2007), 614 - 625.
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2006.09.035

[4] S. Dineen, R. Hart, C. Taylor, Spectra of tensor product elements III : holo-
morphic properties, Proceedings of the Royal Irish Academy, 103(1) (2003), 61
- 92.

[5] H.M. Pryimak, Homomorphisms and functional calculus in algebras of entire
functions on Banach spaces, Carpathian Math. Publ., 7(1) (2015), 108 - 113.
http://dx.doi.org/10.15330/cmp.7.1.108-113

[6] A.V. Zagorodnyuk, Spectra of algebras of entire functions on Ba-
nach spaces, Proc. Amer. Math. Soc., 134 (2006), 2559 - 2569.
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9939-06-08260-8

116



[7] A.V. Zagorodnyuk, Spectra of algebras of analytic functions and polynomials on
Banach spaces, Contemp. Math., 435 (2007), 381 - 394.

[8] A.V. Zagorodnyuk, H.M. Petriv, Homomorphisms of algebras of entire functions
of bounded type on a Banach space, Appl. Probl. Mech. Math., 11 (2013), 7 -
11.

[9] H.M. Pryimak, Description of homomorphisms of algebras of analytic functions
on Banach spaces, International Journal of Mathematical Analysis , 10(14)
(2016), 669 - 676. http://dx.doi.org/10.12988/ijma.2016.6459

Про злiченну кратнiсть функцiй першого класу Бера з
властивiстю Дарбу

Сафонов В.М.
Нацiональний унiверситет харчових технологiй, Київ

safonov_v_m@ukr.net

Вiдома теорема [1] стверджує, що кожне злiченнократне неперервне вiд-
ображення двох многовидiв однакової вимiрностi має щiльну множину то-
чок локального гомеоморфiзму. Бiльш того, злiченну кратнiсть вiдображе-
ння можна припустити лише для точок деякої пiдмножини скрiзь другої
категорiї в образi [2]. Виявляється, що в одновимiрному випадку твердже-
ння теореми залишається справедливим для функцiй першого класу Бера
з властивiстю Дарбу.

Теорема 1. Нехай f : [a, b] → R — нiде не стала функцiя першого класу
Бера з властивiстю Дарбу, що має множину злiченних рiвнiв E скрiзь
другої категорiї. Тодi iснує вiдкрита щiльна множина G = ∪

i
Gi ⊂ [a, b], в

кожнiй компонентi Gi якої функцiя f строго монотонна i неперервна.
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Про точки локального гомеоморфiзму
злiченнократних B-вимiрних вiдображень

Сафонова О.В.
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Злiченнократним вiдображенням присвячена низка робiт. Результати,
отриманi у роботах [1]–[3], послужили вiдправним пунктом для подальшо-
го проникнення у тематику, пов’язану з дослiдженнями злiченнократних
вiдображень. У данiй замiтцi розглядаються злiченнократнi B-вимiрнi вiд-
ображення повних сепарабельних нульвимiрних незлiченних просторiв.
Основними результатами дослiдження є такi твердження.

Теорема 1. Нехай A ⊂ Rn — нульвимiрна нiде не компактна
Gδ-множина i f : A → Rm — злiченнократне B-вимiрне вiдображен-
ня. Тодi iснують множина першої категорiї D ⊂ A та послiдовнiсть
Gδ-множин (Aj) такi, що A \ D =

⋃
j

Aj i звуження вiдображення f |Aj
на кожну множину Aj є гомеоморфiзмом.

Теорема 2. При злiченнократному B-вимiрному вiдображеннi f повно-
го сепарабельного нульвимiрного незлiченного простору X iснує множина
першої категорiї D ⊂ X така, що множина точок локального гомеомор-
фiзму звуження вiдображення f |X\D на доповнення X \D скрiзь щiльна
в X \D.
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Наближення класiв iнтегралiв Пуассона
iнтерполяцiйними тригонометричними полiномами

Сердюк A. С.
Iнститут математики НАН України, Київ

serdyuk@imath.kiev.ua

Соколенко I. B.
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Нехай C i Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, — простори 2π-перiодичних функцiй зi стан-
дартними нормами ‖ · ‖C i ‖ · ‖p. Нехай, далi, Cq

β̄,p
, 1 ≤ p ≤ ∞, — множина

всiх 2π-перiодичних функцiй f , якi зображуються за допомогою згортки

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫
−π

ϕ(x− t)P q
β̄

(t)dt, a0 ∈ R, ϕ ∈ B0
p ,

B0
p = {ϕ ∈ Lp : ‖ϕ‖p ≤ 1, ϕ ⊥ 1},

iз твiрним ядром

P q
β̄

(t) =

∞∑
k=1

ψ(k) cos

(
kt− βkπ

2

)
,

де q ∈ (0, 1) i β̄ = βk, k = 1, 2, . . . , — довiльна послiдовнiсть дiйсних чисел.
При βk ≡ β, β ∈ R, класи Cq

β̄,p
є вiдомими класами iнтегралiв Пуассона

Cqβ,p.
Нехай f(x) — довiльна 2π-перiодична неперервна функцiя. Через

S̃n(f ;x) будемо позначати тригонометричний полiном порядку n, що iн-
терполює f(x) у точках x

(n)
k = 2kπ/(2n+ 1), k = 0, 1, . . . , 2n, тобто такий,

що
S̃n(f ;x

(n)
k ) = f(x

(n)
k ), k = 0, 1, . . . , 2n.

Розглядається задача про знаходження точних значень величин

E(Cq
β̄,2

; S̃n;x) = sup
f∈Cq

β̄,2

|f(x)− S̃n(f ;x)|, n ∈ N, x ∈ R.

Має мiсце наступне твердження.
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Теорема 1. Нехай q ∈ (0, 1), β̄ = βk — довiльна послiдовнiсть дiйсних
чисел i n ∈ N. Тодi

E(Cq
β̄,2

; S̃n;x) =

∣∣∣∣sin (2n+ 1)x

2

∣∣∣∣ 2qn+1√
π(1− q2)

×

×
(

1 + q2(2n+1)

1− 2q2(2n+1) cos(2n+ 1)x+ q4(2n+1)

)1/2

, x ∈ R.

Approximations by Fourier sums of generalized Poisson
integrals in integral metrics

Serdyuk A.S.
Institute of Mathematics of NASU, Kyiv, Ukraine

sanatolii@ukr.net

Stepaniuk T.A.
Graz University of Technology, Graz, Austria

tania−stepaniuk@ukr.net

Denote by Cα,rβ,1 , α > 0, r > 0, the set of all 2π–periodic func-
tions,representable for all x ∈ R as convolutions of the form (see, e.g., [1])

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫
−π

Pα,r,β(x− t)ϕ(t)dt, a0 ∈ R, ||ϕ||1 ≤ 1, ϕ ⊥ 1, (1)

with generalized Poisson kernels of the form

Pα,r,β(t) =

∞∑
k=1

e−αk
r

cos
(
kt− βπ

2

)
, α > 0, r > 0, β ∈ R.

Functions f of the form (1) are called generalized Poisson integrals of the
functions ϕ.

We consider the approximative characteristics of the form

En(Cα,rβ,1 )s = sup
f∈Cα,rβ,1

‖f(·)− Sn−1(f ; ·)‖s, r > 0, α > 0, β ∈ R, 1 ≤ s ≤ ∞,

where Sn−1(f ; ·) are the partial Fourier sums of order n− 1 for a function f .
In present paper we solve the problem about finding asymptotically unim-

provable estimates of given quantities for r ∈ (0, 1).
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For arbitrary fixed α > 0, r ∈ (0, 1) and 1 ≤ p ≤ ∞ we denote by
n0 = n0(α, r, p) the smallest integer n such that

1

αr

1

nr
+
αrχ(p)

n1−r ≤


1
14 , p = 1,

1
(3π)3 · p−1

p , 1 < p <∞,
1

(3π)3 , p =∞,

where χ(p) = p for 1 ≤ p <∞ and χ(p) = 1 for p =∞.
Also for arbitrary υ > 0 and 1 ≤ s ≤ ∞ assume

Js(υ) :=
∥∥ 1√

t2 + 1

∥∥
Ls[0,υ]

,

where

‖f‖Ls[a,b] =


(

b∫
a

|f(t)|sdt
) 1
s

, 1 ≤ s <∞,

ess sup
t∈[a,b]

|f(t)|, s =∞.

With the notations introduced above,the following statement takes place.

Theorem 1. Let 0 < r < 1, 1 ≤ s ≤ ∞, α > 0 and β ∈ R. Then for
n ≥ n0(α, r, s′), 1

s + 1
s′ = 1, the following estimate is true

En(Cα,rβ,1 )s = e−αn
r

n
1−r
s′

(
‖ cos t‖s

π1+ 1
s (αr)

1
s′
Js

(πn1−r

αr

)
+γn,s

( 1

(αr)1+ 1
s′
Js

(πn1−r

αr

) 1

nr
+

1

n
1−r
s′

))
,

where the quantity γn,s = γn,s(α, r, β) s such that |γn,s| ≤ (14π)2.
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Entire Dirichlet series and h-measure of exceptional sets
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Let D(Λ) be the class of entire Dirichlet series of the form
F (z) =

∑+∞
n=0 ane

zλn , where Λ = (λn), 0 = λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n→ +∞). For
F ∈ D(Λ) and x ∈ R we denote M(x, F ) = sup{|F (x+iy)| : y ∈ R}, m(x, F ) =
inf{|F (x+ iy)| : y ∈ R}, µ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0}.

It is known [1] that for every entire function F ∈ D(Λ) the relations

M(x, F ) ∼ µ(x, F ), M(x, F ) ∼ m(x, F ) (1)

hold as x → +∞ outside some exceptional set E of finite Lebesgue measure,
if and only if

∑+∞
n=0

1
λn+1−λn < +∞. In [2] it is proved that the finiteness of

Lebesgue measure of an exceptional set E is the sharp estimate in the class
D(Λ).

Let Φ be positive increasing to +∞ on [0; +∞) continuous function, ϕ be
the inverse function to function Φ and h be a positive a differentiable function
h such that h′(x) is non-decreasing to +∞ on [0; +∞). Denote

D(Λ,Φ) = {F ∈ D(Λ) : (∃C > 0)[lnµ(x, F ) ≥ CxΦ(x) (x > x0)}.

Theorem 1 ([3]). If

(∀b > 0) :

+∞∑
k=0

1

λk+1 − λk
h′
(
ϕ(bλk) +

b

λk+1 − λk

)
< +∞, (2)

then for every F ∈ D(Λ,Φ) relation (1) holds as x→ +∞ outside some set E
of finite h-measure (

∫
E
dh(x) < +∞) uniformly in y ∈ R.

In the case Φ(x) = xα (α > 0) it is true the following criterion.

Theorem 2 ([3]). In order that for every function F ∈ D(Λ, xα) the relations
(1) hold as x→ +∞ outside some set E of finite h-measure it is necessary and
sufficient

(∀b > 0) :

+∞∑
k=0

1

λk+1 − λk
h′
(
b(λk)1/α +

b

λk+1 − λk
)
< +∞.
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Ультрарозподiли Жевре вiд генераторiв (C0)-напiвгруп
операторiв на банахових просторах

Соломко A. B.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

ansolvas@gmail.com

Розглядаємо G′+ := G′(Rn+) пiдпростiр в G′ ультрарозподiлiв Жевре з
носiями в конусi Rn+ (див. [1]). Якщо позначити через G′⊥+ ортогональне
доповнення простору G′+, то функцiональний простiр G+ := G/G′⊥+ = {ψ :
ψ = ϕ+G′⊥+ , ϕ ∈ G} є спряженим до G′+, де G := G(Rn) – простiр ультра-
диференцiйовних функцiй Жевре.

Зауважимо, що фактор-простiр G+ є топологiчною алгеброю, i викону-
ється iзоморфiзм G+

∼= Θ(G), де Θ – характеристична функцiя конуса Rn+.
В такому випадку двоїстiсть 〈G′, G〉 породжує нову двоїстiсть 〈G′+, G+〉.

Нехай (E, ‖ · ‖)– банаховий простiр. Для фiксованого числа ℵ > 1 i
кожного вектора ν � 0 визначаємо простори

Gν(Rn+, E) =

{
x : suppx⊂Rn+, ‖x‖Gν(Rn+,E) = sup

k∈Zn+
sup
τ∈Rn+

‖∂kx(τ)‖
νkkkℵ

< +∞

}
E-значних ультрадиференцiйовних функцiй x(t) з компактними носiями в
Rn+. На просторi G+(E) := G(Rn+, E) =

⋃
ν�0

Gν(Rn+, E) вводимо топологiю

iндуктивної границi.
Розглядаємо St : Rn+ 3 (t1, ..., tn) −→ e−itA := e−it(A1,...,An) ∈ L[E]

n-параметричну (C0)-напiвгрупу операторiв з генератором −iA, де A =

(A1, ..., An). Визначимо пiдпростiр ĜA в банаховому просторi E виду

ĜA =
{
x̂A : x ∈ G+(E)

}
, x̂A =

∫
Rn+

(
e−itA ⊗ I+

)
x(t)dt,
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де I+ – одиничний оператор в L[G+]. Крiм того, введемо вiдображення FA,
яке визначається вiдношенням

FA : G+(E) 3 x −→ x̂A ∈ ĜA.

Теорема 1. Нехай Rn+ 3 t −→ e−itA ∈ L[E] – n-параметрична (C0)-
напiвгрупа операторiв. Вiдображення

Φ : G′+ 3 f −→ f̂(A) ∈ L[ĜA],

де лiнiйний оператор f̂(A) визначається спiввiдношенням

f̂(A) : ĜA 3 x̂A −→ f̂(A)x̂A =

∫
Rn+

(
e−itA ⊗ Tf

)
x(t)dt,

є неперервним гомоморфiзмом згорткової алгебри ультрарозподiлiв Жев-
ре на замкнену пiдалгебру алгебри L[ĜA] виду {[ ̂IE ⊗ Us]c : s ∈ Rn+},
[ ̂IE ⊗ Us]c = FA ◦ (IE ⊗ [Us]

c) ◦ F−1
A , де [Us]

c є комутантом напiвгрупи
зсувiв {Us : s ∈ Rn+} вздовж конуса Rn+, Tf – операцiя крос-кореляцiї [2].

Зауважимо, що побудоване представлення алгебри ульрарозподiлiв
Жевре використане в [2] для розв’язання проблеми зображення узагальне-
них похiдних та степенiв функцiї Дiрака вiд генераторiв напiвгруп дробо-
вого диференцiювання та дробового iнтегрування.
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Узагальнено опуклi множини та функцiї

Стефанчук М. B.
Iнститут математики НАН України

stefanmv43@gmail.com

Множина E ⊂ Rn називається m-опуклою, m > 0, якщо для довiльної
точки x ∈ Rn\E знайдеться m-вимiрна площина L, яка проходить через цю
точку, x ∈ L, i не перетинає дану множину, L

⋂
E = ∅. m-опуклий перетин

всiх m-опуклих множин, якi мiстять задану множину E ⊂ Rn, називається
m-опуклою оболонкою множини E.

Задача про тiнь: яка найменша кiлькiсть попарно неперетинних за-
мкнених (вiдкритих) куль в просторi Rn з центрами на сферi Sn−1 та радi-
усами, меншими вiд радiуса сфери, достатня для того, щоб довiльна пряма,
яка проходить через центр сфери, перетинала хоча б одну з цих куль (це
еквiвалентне тому, що центр сфери належить 1-опуклiй оболонцi цих куль).

Теорема 1. [2]. Для того, щоб центр (n − 1)-сфери в n-вимiрному ев-
клiдовому просторi при n > 2 належав 1-опуклiй оболонцi сiм’ї попарно
неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з радiусами, величини яких не
перевищують (меншi) радiуса сфери, та з центрами на сферi, необхiдно i
достатньо (n+ 1)-ї кулi.

Множина E ⊂ Rn називається m-пiвопуклою, m > 0, якщо для до-
вiльної точки x ∈ Rn \ E, знайдеться m-вимiрна пiвплощина L, яка про-
ходить через цю точку, x ∈ L, i не перетинає дану множину, L

⋂
E = ∅.

m-пiвопуклий перетин всiх m-пiвопуклих множин, якi мiстять задану мно-
жину E ⊂ Rn, називається m-пiвопуклою оболонкою множини E.

Теорема 2. [2]. Для того, щоб центр кола S1 ⊂ R2 належав 1-пiвопуклiй
оболонцi сiм’ї неперетинних вiдкритих (замкнених) кругiв з радiусами,
якi не перевищують (меншi) радiуса кола, та з центрами на цьому колi,
необхiдно i достатньо трьох кругiв.

Теорема 3. [2]. Для того, щоб центр двовимiрної сфери у тривимiрному
евклiдовому просторi належав 1-пiвопуклiй оболонцi сiм’ї попарно непе-
ретинних вiдкритих (замкнених) куль з радiусами, якi не перевищують
(меншi) радiуса сфери, та з центрами на сферi, достатньо десяти куль.

Теорема 4. [3]. Для того, щоб внутрiшнiсть кола належала
1-опуклiй оболонцi сiм’ї попарно неперетинних вiдкритих (замкнених)
кругiв з центрами на колi та радiусами, меншими вiд радiуса кола, не-
обхiдно i достатньо трьох кругiв.
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Множина E ⊂ Cn (E ⊂ Hn) називається m-комплексно
(m-гiперкомплексно) опуклою, m > 0, якщо для довiльної точки x ∈ Cn \E
(x ∈ Hn \ E), якщо знайдеться m-вимiрна комплексна (гiперкомплексна)
площина L, яка проходить через цю точку, x ∈ L, i не перетинає дану
множину, L

⋂
E = ∅.

Теорема 5. [3]. Для того, щоб центр сфери в n-вимiрному комплексно-
му (гiперкомплексному) просторi Cn (Hn), n ≥ 3, належав 1-комплекснiй
(1-гiперкомплекснiй) оболонцi сiм’ї попарно неперетинних вiдкритих (за-
мкнених) куль з центрами на сферi S2n−1 ⊂ Cn (S4n−1 ⊂ Hn) та з радiу-
сами, меншими вiд радiуса сфери, достатньо 2n (4n− 2) куль.

Гiперкомплексно опукла множина E ⊂ Hn називається H-квазiопуклою
множиною, якщо її перетин довiльною гiперкомплексною прямою γ не мi-
стить тривимiрного коциклу, тобто H3(γ

⋂
E) = 0.

Теорема 6. [4]. Перетин довiльної сiм’ї H-квазiопуклих компактiв буде
H-квазiопуклим компактом.

Багатозначна функцiя f : Ef −→ H називається лiнiйно опуклою, якщо
для довiльної пари точок (x0, y0) ∈ Hn+1 \ Γ(f) iснує афiнна функцiя l,
така, що y0 = l(x0) i l(x)

⋂
f(x) = ∅ для всiх x ∈ Hn.

Функцiєю, спряженою з f, називається функцiя, що задається рiвнiстю

f∗(y) =
o

H \
⋃
x

(〈x, y〉 − f(x)). (1)

Теорема 7. [5]. Нехай багатозначна функцiя f : Hn −→ H така, що
H \ f(x) 6= ∅ для всiх x ∈ Hn. Тодi f∗∗ = f тодi i тiльки тодi, коли f є
лiнiйно опуклою.
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Граничнi трiйки для iнтегральних систем на
скiнченному iнтервалi

Стрельнiков Д. I.
Донецький нацiональний унiверситет iм. Василя Стуса

d.strelnikov@donnu.edu.ua

Розглянемо на скiнченному вiдрiзку [0, l] iнтегральну систему

~f(x) = ~a+

x∫
0

(
0 dP

dQ− λdW 0

)
~f(t), (1)

де ~f – комплекснозначна вектор-функцiя, ~a ∈ C2, λ ∈ C, P, Q i W –
неспаднi скiнченнi на [0, l] неперервнi злiва функцiї. Частинними випадка-
ми (при вiдповiдному виборi функцiй P, Q i W ) системи (1) є рiвняння
Штурма-Лiувiлля, струни Стiлтьєса та струни Крейна [2] тощо.

У доповiдi будуть розглянутi в гiльбертовому просторi L2(dW, [0, l]) ма-
ксимальне та мiнiмальне лiнiйнi вiдношення, що пов’язанi з системою (1).

Означення 1. Будемо казати, що пара {f, g} функцiй з простору
L2(dW, [0, l]) належить лiнiйному вiдношенню Tmax, якщо iснує функцiя
f [1] ∈ BV [0, l] така, що в кожнiй точцi [0, l] виконується рiвнiсть(

f
f [1]

)∣∣∣∣x
0

=

x∫
0

(
0 dP
dQ 0

)(
f(t)
f [1](t)

)
−

x∫
0

(
0 0
dW 0

)(
g(t)

0

)
.

Теорема 2. Для будь-яких пар {f, g} i {u, v}, що належать лiнiйному
вiдношенню Tmax, справедлива узагальнена тотожнiсть Грiна

l∫
0

(gu− fv)dW = (Γ1{f, g},Γ0{u, v})− (Γ0{f, g},Γ1{u, v}), де

Γ0{f, g} =

(
f(0)
f(l)

)
Γ1{f, g} =

(
f [1](0)
−f [1](l)

)
.

Лiнiйне вiдношення Tmin, що є спряженим до Tmax, отримується накла-
данням додаткових умов f(0) = f [1](0) = f(l) = f [1](l). Знайдено опис усiх
самоспряжених розширень лiнiйного вiдношення Tmin та описано спектр
цих розширень. Для цього використовується технiка граничних трiйок i
функцiй Вейля з роботи [1].
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Про симетричнi ∗-полiноми на просторi Cn

Струтинський М. М.
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Основна теорема про симетричнi полiноми вiд скiнченної кiлькостi змiн-
них стверджує, що кожен такий полiном можна подати у виглядi алгебраї-
чної комбiнацiї елементарних симетричних полiномiв. Природним узагаль-
ненням полiномiв вiд комплексних змiнних є ∗-полiноми.

Вiдображення P : Cn → C вигляду

P ((z1, . . . , zn)) =

N∑
k1,...,kn=0

N∑
l1,...,ln=0

ak1,...,kn,l1,...,lnz
k1
1 . . . zknn zl11 . . . z

ln
n ,

де N ∈ N, ak1,...,kn,l1,...,ln ∈ C, називають ∗-полiномом.
∗-Полiном P називають симетричним, якщо

P ((z1, . . . , zn)) = P ((zσ(1), . . . , zσ(n)))

для всiх z1, . . . , zn ∈ C i для всiх перестановок σ на множинi {1, . . . , n}.
У доповiдi буде розглянуто питання опису спектра алгебри всiх симе-

тричних ∗-полiномiв на просторi Cn.
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Задача про тiнь для областей на площинi та у
тривимiрному просторi

Ткачук М. В.
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Осiпчук Т. М.
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otm82@mail.ru

Скажемо, що набiр куль у просторi Rn створює тiнь у деякiй точцi цього
простору, якщо довiльна пряма, що проходить через дану точку, перетне
хоча б одну з куль.

Задача 1. Нехай задано довiльну область у просторi Rn та довiльну фi-
ксовану точку у нiй. Знайти число замкнених (вiдкритих) куль з центра-
ми на межi областi, якi не перетинаються i не мiстять задану точку,
достатнє для того, щоб створити у нiй тiнь.

У роботi [9] задача розв’язана для областей при n = 2, 3. Для довiль-
ної областi на площинi, два круги є мiнiмальним числом. Для довiльної
областi у тривимiрному просторi, достатньо чотири кулi. Це число не є мi-
нiмальним, оскiльки iснують областi i точки в них, для яких мiнiмальна
кiлькiсть три кулi (див. [7], [8]).

Iснує багато узагальнень цiєї задачi. З деякими з них можна ознайоми-
тись iз нижче наведеної лiтератури. Найпершу iз подiбних задач було по-
ставлено Г. Худайбергановим у 1982 р. i вона полягала у тому, щоб знайти
мiнiмальне число замкнених (вiдкритих) куль в просторi Rn з центрами на
сферi Sn−1, якi попарно неперетинаються, не мiстять центр сфери, з радi-
усами меншими радiуса сфери i такi, що створюють тiнь в центрi сфери.
Ця задача була розв’язана Г. Худайбергановим для випадку n = 2: було
показано, що для кола на площинi достатньо двох куль. В [3] Ю. Зелiнский
разом зi своїми учнями довiв, що для n = 3 трьох куль не достатньо, але чо-
тири кулi вже будуть створювати тiнь для центру сфери, а для загального
випадку необхiдно i достатньо n+ 1 кулi.

Для розв’язання задачi 1, у випадку при n = 2, 3, використовуються
результати задачi зi сферою.
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Теореми про середнє для розв’язкiв однорiдних
лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими

коефiцiєнтами

Трофименко О. Д.
Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса

odtrofimenko@gmail.com

В роботi дано опис нескiнченно диференцiйовних функцiй f(z), визна-
чених у крузi BR := {z ∈ C : |z| < R} (R > 0), якi для заданих чисел
r ∈ (0, R), m ∈ N := {1, 2, . . .} та s ∈ N0 := N ∪ {0}, s < m, задовольняють
спiввiдношення

m−1∑
p=s

r2p+2

(2p+ 2)(p− s)!p!
∂p−s∂̄pf(z) =

1

2π

∫∫
|ζ−z|≤r

f(ζ)(ζ − z)sdξdη, (1)
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при всiх z ∈ BR−r, де z = x+iy, ζ = ξ+iη (x, y, ξ, η ∈ R, i — уявна одиниця).
З цього опису випливає, що довiльний розв’язок рiвняння

∂m−s∂
m
f = 0

задовольняє умову (1) при кожному r ∈ (0, R).
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Оцiнки ортопроекцiйних поперечникiв класiв
перiодичних функцiй багатьох змiнних iз заданою

мажорантою мiшаних модулiв неперервностi

Федуник-Яремчук О. В.
Схiдноєвропейський нацiональний унiверситет iменi Лесi Українки,

Луцьк
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Дослiджуються класи BΩ
p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних, якi

розглянутi в [1] i є аналогами вiдомих класiв Бєсова. Нехай Ω(t) – функцiя
типу мiшаного модуля неперервностi порядку l деякого спецiального виду

Ω(t) = Ω(t1, ..., td) =


d∏
j=1

trj(
log 1

tj

)bj
+

, якщо tj > 0, j = 1, d;

0, якщо
d∏
j=1

tj = 0.

(1)
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Тут розглядаються логарифми за основою 2, крiм того(
log 1

tj

)
+

= max
{

1, log 1
tj

}
. Вважаємо також, що bj < r, j = 1, d, i

0 < r < l.
Це означає, що для функцiї виду (1) виконуються умови Барi-Стєчкiна

[2] (позначаємо (S) i (Sl) ).
Нехай Lq(πd) – простiр 2π-перiодичних по кожнiй змiннiй функцiй

f(x) = f(x1, . . . , xd) зi стандартною нормою, {ui}Mi=1 – ортонормована си-

стема функцiй ui ∈ L∞(πd),
M∑
i=1

(f, ui)ui – ортогональна проекцiя функцiї f

на пiдпростiр, породжений системою функцiй {ui}Mi=1.
Одержано точнi за порядком оцiнки ортопроекцiйних поперечникiв

d⊥M (BΩ
p,θ, Lq), якi визначаються наступним чином

d⊥M (BΩ
p,θ, Lq) = inf

{ui}Mi=1

sup
f∈BΩ

p,θ

∥∥∥f(·)−
M∑
i=1

(f, ui)ui(·)
∥∥∥
q
. (2)

Сформулюємо один iз одержаних результатiв.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, а Ω(t) задана формулою (1).
Тодi при 0 < r < l має мiсце спiввiдношення

d⊥M (BΩ
∞,θ, Lq) �M−r

(
logM

)−b1−...−bd+(d−1)
(
r+( 1

2−
1
θ )+

)
,

де a+ = max{a, 0} .

Цей результат для класiв Br∞,θ одержаний А.С. Романюком [3], а для
класiв HΩ

∞ – М.М. Пустовойтовим [4].
Знайдено також точнi за порядком оцiнки величин (2) при деяких iнших

спiввiдношеннях мiж параметрами p та q.
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Базиси в алгебрах симетричних аналiтичних функцiй
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Пiд симетричною функцiєю на просторi `1 ми розумiємо функцiю, яка є
iнварiантною вiдносно дiї довiльних перестановок послiдовностей в `1. Че-
рез Hbs(`1) будемо позначати алгебру симетричних аналiтичних функцiй
обмеженого типу на просторi `1. Спектр алгебри Hbs(`1) дослiджувався в
[1, 2].

У доповiдi продовжується дослiдження алгебри Hbs(`1). Зокрема, ми
зацiкавленi в питаннi про iснування безумовного базису у данiй алгебрi.
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Властивостi перетворення Фур’є полiномiальних
основних та узагальнених функцiй

Скiданюк О. С.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника
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Подiбно до того, як це зроблено у статтi [1], ми вводимо полiномiальнi
швидко спаднi функцiї та полiномiальнi розподiли повiльного росту та уза-
гальнюємо перетворення Фур’є на цi простори.

Для полiномiального перетворення Фур’є доведено ряд властивостей,
частина з яких є узагальненням класичних формул, iнша частина — прин-
ципово новi властивостi, що вiдсутнi у лiнiйному випадку.
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Найкращi M-членнi тригонометричнi наближення
узагальнених багатовимiрних аналогiв ядер Бернуллi
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Розглянемо простiр Lq (πd) , 1 ≤ q < ∞, 2π–перiодичних за кожною
змiнною функцiй f зi скiнченною нормою

‖f‖Lq(πd) = ‖f‖q =

(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|qdx
) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

де x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, d ≥ 1, а πd =
d∏
j=1

[−π, π].

Для перiодичних функцiй багатьох змiнних Dψ
β [1], ряди Фур’є яких

мають вигляд ∑
k∈Z̊d

d∏
j=1

ψj (|kj |) ei
πβj

2 sgnkjei(k,x),

вивчається поведiнка їх найкращих M -членних тригонометричних набли-
жень.

Означення 1. Найкращим M–членним тригонометричним наближен-
ням функцiї f ∈ Lq (πd) , 1 ≤ q <∞, називають величину

eM (f)q = inf
kj ,cj

∥∥∥∥∥∥f(·)−
M∑
j=1

cje
i(kj ,·)

∥∥∥∥∥∥
q

,

де
{
kj
}M
j=1

— система векторiв kj =
(
kj1, ..., k

j
d

)
iз цiлочисельними коор-

динатами, а cj , j = 1,M, — довiльнi комплекснi числа.

Через D позначимо множину функцiй натурального аргументу
ψj(·), j = 1, d, якi задовольняють умови:
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1) ψj(·), j = 1, d, — додатнi та незростаючi;

2) ∀j = 1, d ∃Mj > 0 такi, що ∀l ∈ N ψj(l)
ψj(2l)

≤Mj .

Для величин A та B пiд записом A� B будемо розумiти, що iснує стала
C1 > 0 така, що A ≤ C1B. Якщо A � B i B � A, то будемо позначати
A � B.

Теорема 2. Нехай 2 ≤ q < ∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм того,
iснує ε > 0 таке, що ψj (|kj |) |kj |1+ε не зростають. Тодi для будь-яких
натуральних M i n, що задовольняють умову M � 2nnd−1, має мiсце
оцiнка

Φ(n)M
1
2 � eM

(
Dψ
β

)
q
� Ψ(n)M

1
2 ,

де Φ(n) = min
(s,1)=n

d∏
j=1

ψj (2sj ), Ψ(n) = max
(s,1)=n

d∏
j=1

ψj (2sj ), (s, 1) = (s1 + ...+sd).

Також встановлено порядковi оцiнки величин eM

(
Lψβ,1

)
q
, 2 ≤ q < ∞,

для класу (ψ, β)–диференцiйовних перiодичних функцiй багатьох змiнних
Lψβ,1 (див. означення, наприклад, [2]). Зазначимо, що кожну iз f ∈ Lψβ,1
можна подати у виглядi згортки

f(x) =
(
ϕ ∗Dψ

β

)
(x) = (2π)−d

∫
πd

ϕ(x− t)Dψ
β (t)dt,

де ‖ϕ‖1 ≤ 1 i функцiя ϕ майже всюди спiвпадає iз (ψ, β)–похiдною функцiї
f.
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